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I 
INTRODUÇM 
A teoria de interpolaç~o teve os seus fundamentos 
assentados na d~cada de 60, especialmente atrav~~ dos traba-
lhos de J, L. Lions e J, Peetre (Ver [22], [26]) e teve um ráp1_ 
do desenvolvimento, 
A teoria inicial de J.L. Lions- e J. Peetre envol-
via dois espaços normados e um parâmetro, 
Extens5es dos chamados K- e J- m~todos de Lions-
J:'eetre, considerando n+1 espa.ços e n par~metros foram conside 
rados por Johnen [20] B· Sparr [28], 
Um aspecto fundamental do K- e o J- m~todo de in-
terpolação de Lions-Peetre é que, mediante pequenas restriçÕes 
nos parâmetros. geram os mesmos espaços. Isto ~ fundamental, 
tanto nos aspectos teÓricos como nas aplicaçÕes, porque esta 
equival~ncia entre os m~todos permite demonstrar resuJtados 
de reiteração e dualidade, por um lado, e por outro lado, PB!:, 
mite estudar teoremas de aproximação diretos e inversos (Ver 
[26]), Isto já nao se passa co_m as teorias para n+1 espaços e 
n parâmetros (Ver [28], [30] J. 
D.L. Fernandes, em sua tese de Doutorado, em 1874 
( [11]) e em uma série de trabalhos complementares (Ver [12], 
[13], [14], [1s] e [16]) desenvolveu uma teoria de interpolação 
n - -para 2 espaços de Banach e n- parametros, onde a equivalencia 
dos K- e J- métodos e suas consequências continuam válidas" 
Entre as inGmeras aplicaç5es, Lions-Peetre estuda 
ram os chamados X espaços 
a,r,q de Banach gerados por semi-gr~ 
pos de operadores e os caraGterizaram como espaços de inter-
polação (Ver [23], [24]), 
--,-
II 
Ums dos objetivos do nosso ·trabalho ~ estudar a 
conexao existente entre uma generalização dos espaços X 
a,r,q 
obtida mediante a considerução de semi-grupos multiparamétri-
cos, e os espaços de interpolaç~o obtidos via teoria de Fer-
nandez" 
Por outro lado, P.·L. Butzer, formulou em 185G, o 
conceito de saturaç~o para semi-grupos de operadores em espa-
ços de Banach (Ver lo'], [os] I, 
Visamos tambffim, neste trabalho, extender o concei 
to de saturaç~o de Butzer para processos de aproximaç~o bipa-
ramffitricos e caracterizar as chamadas classes de saturaç~o ou 
de Favard no caso dos processos de aproximaç~o gerados por se 
mi-grupos biparam~tricos, 
Faremos, a seguir, umu descrição rápida dos diver 
sos capítulos que compÕem este trabalho, 
No capitulo I, apresentamos o conceito de semi-gr~ 
po n-param~trico e fizemos um estudo detalhado das suas pro-
priedade~ fundamentais, Com o objetivo de estabelecer as co-
nexoes com a teoria de saturação, introduzimos um conceito de 
gerador infinitesimal diferente do habitual, que levasse em 
coniideraç~o o comportamento das chamadas diferenças mistas, 
o que foi feito inspirando-nos na experiência acumulnda neste 
setor do grupo de Fernandez, 
No capÍtulo II, estudamos o problema da dualidade 
dos semi-grupos n-param~tricos, que se reveste de especial im 
portância no caso dos espaços nao reflexivos, 
No capítulo III, introduzimos o conceito de satu-
raçao para processos de aproximação biparamétricos e o fize-
mos em dois sentidos: o sentido restrito e o sentido amplo e 
caracterizamos as suas respectivas classes de saturação. 
' 
III 
No capitulo IV estudamos o problema da saturaç~o 
em espaços nao reflexivos, com a passagem ao dual. 
No capitulo V, com o objetivo de tornar este tra-
balho didaticamente mais completo, apresentamos um resumo dos 
conceitos e resultados básicos da teoria de interpolação de 
Fernandez, 
No capítul~ VI, que e um dos centrais deste traba 
lho, gEJneralizamos os espaços X 
a,.r,q de Lions-Peetre e estabe 
lacemos as suas conexoes com os espaços de interpolaç~o multi 
param~tricos de Fernandez. 
No capitulo VII, o final, procuramos estudar os 
semi-grupos biparam6tricos das translaç5es, de Gauss-Weierstrass 
e de Cauchy-Poisson, para podermos visualizar de forma concre 
ta a estrutura estabelecida·no capitulo I. 
Considerando que a teoria dos semi-grupos t1-para-
métricos está estreitamente relacionada com a teoria dos semi-
grupos u~iparamétricos, apresentamos um apêndice, com as defi-
niç5es e resultados b~sicos de'sta teoria. 
Queremos observar que nao consideramos este traba 
lho completo. O tema est~ longe de ser exaurido, pelo contrã-
rio, consideramos este trabalho uma exploração inicial de um 
campo bastante rico e o que foi feito até agora, foi essencial 
mente, estruturar a exploração futura, definindo uma linha de 
. 
açao. 
Finalmente, queremos ressaltar que, ao escrever-
mos este trabalho, além da preocupação de produzir um traba-
lho cientrfico, sempre tiv8mos a preocupação de que fosse d! 
daticamente bom, Procuramos não poupar detalhes, talvez peca~ 
IV 
do por excesso, fazendo, na medida do possível, todas as de-
monstrações, mesmo as consideráveis elemGntares, 
1 • 
CAPíTULO I 
SEMI-GRUPOS n-P~RAM~TRICOS 
Neste primeiro r.apÍtulo procuramos assentar os 
conceitos b~sicos dos semi-grupos multiperam~~ricos e deixar 
bem clara a sua estreita conex~o com os semi-grupos unipara-
métricos. 
Em virtude desta conexao, os trabalhos existentes 
na literatura especializada e que sao do nosso conhecimento, 
tratam do problema, que poderia ser chamado de iterativo. 
Tendo em vista o objetivo de estabelecer conexoes 
com a teoria de interpolaç~o de Fernandez e a teoria de satu-
raçao de Butzer sentimos a necessidade de estudar o comporta-
menta das chamadas diferenças mistas. Nesta linha introduzi-
mos um conceito de gerador infinitesimal diferente do habitual 
(Ver [06], [21]1 que caracterizasse melhor esta problemática, 
Procuram~s ainda fazer uma an~lise sobre as duas formas de 
tratamento: o processo iterativo e a an;lise "global'' das di-
ferenças mistas. 
1 .1. DefiniçÕes e Propriedades BBsicas 
1.1.1. Seja Rn o espaço Euclidiano n-dimensional com a mBtri-
ca e as definições das operações aritméticas usuais, 
Seja :Rn o {t 
• 
n 
E JR : O < t <co k=1. ... ,n} 
- k 
X um espaço de Banach real ou complexo e se-
1 de Banach dos endomorfismos de X. 
2 • 
1.1.2. Definição: Uma fam!lia de operadora~ lineares limita-
n . dos {T(tl' t c m } de X em X é chamada de semi-grupo 
+ 
n-param~ 
trico de classe (C ) em L(Xl, se as seguintes condiç5es 
o 
satisfeitas 
T(s+tl T(sJT(t) 
T ( O I I 
s-lim T(t)f 
tóR" 
+ 
t+O 
f 
( 5, t c: mn l 
+ 
(f o XI 
. 
sao 
( 1 ) 
( 2 I 
( 3 I 
1.1.3. Proposição: Se {T(t) t "JR-n} e " ~ - um seml-grupo n-para-
+ 
métrico de classe (C ) em L(X), então existem n semi-grupos 
o 
O< t < oo} de classe (C ) em L(X), 
- k o 
tais que 
n 
T(t~ - TI T~[tk) 
k o 1 
l 1 I 
Os operadores TkCt 1,J, O< tk. < oo. (k = 1 ••••• nl co 
mutum um com o outro, 
Demonstração: Basta tomar Tk(tkl "'T(tkekl, onde 
ek = (0, ... ,1,0, ... ) é o k-ésimo vetor da base canônica do 
lR n • 
Reciprocamente, vale: 
1.1.4. Proposição: Se{Llt"l 
l l 
O < t 1 < oo} (i = 1, .. , ,n) sao 
n semi-grupos uniparamétricos de classe (C ) em L(XJ 
o 
tais que 
T.ltilT.It.J 
1 J J 
T.lt.JT.It.J J J l 1 (i,j""1, ... ,n; i I j) 
para todo o < t. < 00 8 todo o < t, < oo, então 
l J 
n 
TI t J TI T , I t . J t ( t 1 , ... 't ) 
i"' 1 
1 l n 
e um semi-grupo n-param~trico de classe (C ) em L(X), 
o 
3 • 
I 1 J 
Demonstração: A propriedadu l.1.2 (1) segue imediatamente da 
correspondente propriedade dos semi-grupos unidimensionais e 
da hipÓtese 1.1.4 (1), 
A verificação de 1.1.2 (2) 8 imediata, 
Das propriedades dos semi-grupos unidimensionais 
segue que existem constantes M. > O tais que 
1 
Temos 
IIT I t) f-f li 
para 
n 
11 TI rictiJt-T 1 1t 1 Jt•T 1 1t 1 Jf-·rll < i:= 1 
n 
TI 
i=2 
T.lt,)t-fll• 
l l 
Procedendo assim iteradamente, obtemos 
I 3 J 
'--
4. 
t 1 E [0,1], i= 1. .... n. Logo 1.1.2 (3) e também verificada, 
1,1,5, Observação: Em particular, deduz-se do teorema 1.4 que, 
se uma fam!lia de operadores {T(tl t E ·JRn} em L(XJ satisfaz 
' 
as condiçÕes 1.1.2 (1) e 1.1.2 (2) e se 
s - lim 
Então, 
t +O 
j ' 
T(t.e.)f "'f 
J J 
s- lim T(t)f f 
(j " 1,. ... nl I 1 I 
12 I 
Ou seja, a família {T(t) t c JR-n} ~ + e um semi-grupo n-parum~ 
trico de classe (C ) em L(Xl, 
o 
1,2. O Problema dos Geradores Infinitesimais 
Seja Ak o gerador infinitesimal de 
O< tk <co} com domÍnio D(Akl' k = 1, ••• ,n. 
1,2,1, Proposição: a) IIT(t) 11 é limitado om todo retângulo li 
-n 
mitado de IR+ e, para cada f E X, a aplicação 
-r TCtlf 
e contínua, na topologia forte, 
então 
' 
-n T(t)f E D(Ak.l para todo t E :F+ e 
(k = 1, ••• ,n) 
. 
um subespaço denso de X e e de Banach sob 
[[f[[n "[[f[[• 
n DIAkJ 
k o 1 
d) Se f c O(Aj) (\ D(AjAk)' então f E D(AkAjl e AkAjf 
A·jAkf [j,j = 1, ••• ,n; j f kl, 
n 
Demonstração: al Como T(t) = rr lk[tk)' temos que 
)\oj 
n 
s. 
I 1 J 
a 
( 2 ) 
[[Titl[[_:: TI [[Tk(tkl[[ e [[Tkltkl[[ é limitado em cada interva 
koj 
lo limitado de [o,ro) (Ver Apêndice, Proposição 3), Além dis-
so, para cada k = 1,,., ,n, a aplicação 
+ 
f E X, e contínua. (Ver Apêndice, Proposição 3), Logo 
+ T(t)f 
f E X, é continua. 
b) Temos 
T(Lek)-1 
T~t)f 
T 
T I t ) 
Como o operador T(t) 
c) Sejam f E X e t 
~ continuo e lim 
T+O 
t 
f t " -t-1-~1--t-n f o 1 
Como, para todo f E X, a aplicação 
s E :íRn -+ T(s)f 
+ 
+ 
~ fortemente continua, a integral est~ bem definida, 
6 • 
. [ 3) 
De 1,1.2 (3) segue imediatamente que ft converge 
para f, quando t -+O, t 
Mostremos agora que ft E para todo t em 
Como 
t t 
~ • _t_1_~1-7t-n h 1f 0 n [ T [ s + 'B k)-T [ s) j f d s 
t t +t t 
1 k n 
" f ... f ... f T(s)fds 1 ... dsn o -( o 
t'1 tn 
-,-t-1--1~---t-f ···f T(s)fds 1 ... ds n O O n 
t +"C t 
f-k , • , ·f n T ( s ) f d s 1 ••• d s t O n 
k 
obtemos 
Mas 
s-lim 
,~o 
' 
s-'-1 im 
.~o 
1 
1 
s-lim 
,~u 
' 
ti tk-1 tk+1 tn 
7 • 
14 I 
I 5 I 
t t ~- . t f ... f f ... f T(s1''"''sk-1'0,sk,1'''''sn]fds 
1"' k-1.k+1''' no o o o 
dsk-1 d·sk+1 
Pois, 
ds 
n 
IJTCs 1 ,,,,,sk'''''sn)f-T(s 1 , •. ,,sk-i'0 1 sk+i'''''sn)fjj 
converge para zero, quando 
continuo, concluimos qus· 
I 6 J 
171 
s-lim 
T·TO 
' 
Para todo tE F~ e K ~ 1, ... ,n. 
8. 
[ B J 
n 
Afirmamos também que 0 O(AK) e um espaço de 
k"1 
Banach sob a norma 
n 
Com efeito, seja [f. J 
.) 
uma sequência do Cauchy em n O(Akl. E~ 
K"1 
t·ão (fj) e (Akfj) sao sequências de Cauchy em X (k=q, ••• ,nl. 
Logo, fj converg8 para fEX 8 Akfj conver~e para gkEX. Como Ak 
é fechado, k == 1, ..• ,n, vamos ter 
e 
Portanto 
n 
llfj-,flhko[Akl "11 fj-fllx ' ,:
1
IIA, Cfj-flllx 
Converge para zero, quando j "-+ ro 
d) Temos 
AjAkf " s-lim Aj (T)f\f 
T+D 
' 
s-lim A.(-r)(s-lim Ak[alfl 
T+D J a+O 
' ' 
" 
s-lim (s-lim Aj[T)Ak[a)fl [A . [ T) e contínuo) 
T-TO a-ro"'" J 
' 
s-lim 
T->0 
"' s-lim 
T+D 
+ 
+ 
. pois· s-lim Aj (T)f existe e Ak e fechado. 
T+D 
+ 
A dGmonstraç~o estj completa. 
1,2,2, Consideremos agora um semi-grupo biparamétrico 
{ T [ t I -2) : t E JR de classe 
+ 
9 • 
res 
pectivamente, os ger·adores infinitesimais dos semi-grupos uni 
paramétricas: 
8 
O < t < ro} 
1 
O<t
2
<oo} 
-2 A01 l para todo t em JR+_ e 
[ 1 I 
l 2 I 
l 1 I 
l 2 I 
1 o' 
Demonstração: al Por 1.2.1 (b), T(t)f c D(A
10 l n D(A 01 l, para 
todo t 
l 2 I 
13 I 
Como A01 t E DCA 10 J, novament(;, por 1.2.1 (2) T(t)-A[.11 t E D(A 10 J e 
De (3) e (4) sEJgue que T(t)T E DCA
10
A
01
) 8 
b) Por hipótese f E DCA 10 l. Então 
Por outro la~o [T 1 Ct 1 l-I]f E D(A 01 J, para todo 
t 1 Em+. Assim 
t2 I o T2 lviA 01 [T 1 lt 1 1-I]fdv 
t2 t, 
jo fo T1 1ulT2 CvJA 01 A10 t dudv 
l 5 I 
11 • 
1.2.4. Se f E D!A 10 J n D(A 10 A01 1. ent~o segue, imediatamente, 
de 1,2.3 (2) e da continuidade forte do semi-p;rupo 
{ T I t l : t E JR2 } na ori)3em que, _o limite duplo 
' 
s-lim 
t ->"O 
1 ' 
t +O 
2 ' 
[r 1 I t 1 l -I] [ T 2 I t 2 l - Ij f 
t t 1 2 
11 J 
Uma pergunta que formulamos neste momento e a se-
guinte: Se o limite duplo (1) existe, então 
f- f. D(A
10
J(I D(A
10
.A
01
)? Vejamos 
1.2.S~ Definiçdu: Seja {T(t; -2} : t E JR+ um semi-grupo 
trico de classe [C ) em L(Xl. Seja 
o 
DIA )o 
11 {fcXIs-lim t +O 1 • 
[T1 it1l-I] [T2 1t2l-Ijf t, t2 existe} 
t -+0 2 • 
Definimos, par·a f E D(A 11 J, 
s-lim 
t +O 1 • 
t2-)-Ü + 
[T1it1l-r] [r2it2l-r] f t, '[;2 
1.2,6. Propos:i.ção: a) 0(A 11 ) e um subespaço de X e A11 e um 
operador linear, 
' 
-2 para todo t e Fl e 
• 
1 2 • 
I 1 I 
c) Para toda f C X e todo t 
pertence ao domÍnio do opcrudor A11 e 
t1 
fo T 1 (uJT 2 (v)f dudv 
I 2 I 
Além disso, se f.c D(A 11 J, então 
t2 t1 
fofo T1 (uJT 2 (vJA 11 f dudv 
d) 0(A 11 l B denso em X e A11 e um operador fechado. 
Demonstreç§o: al Segue imediatamente da definição 1.2.5 e da 
linearidade dos elementos do semi-grupo. 
b) Suponhamos que 
TI tI 
f E: D[A I 11 • Temos 
Donde, pela continuidade do operador T[t), segue o resultado, 
c) Temos 
t t 2 1 
[r 1 ls 1 l-r] [T 2 1s 2 l-r] f o f o T1 lulT 2 1vlf dudv 
e corno 
s-lim 
s +0 
1 ' 
s 2 ~o + 
s1 
fo T1 CuJT 2 Cvlf dudv 
2 
e T(t) E L(X), para todo t .s JR , vemos que 
+ 
f 
[ T lt l-I] rT lt l-I]f 1 1 i 2 2 V f ·E X 
o que demonstra (2). 
Suponhamos agora q~e f E D(A 11 l. Ent~o 
dudv 
Com efeito 
t1 J O T 1 I u lT 2 I v l [A 1 O I s 1 lA 0 1 ( s 2 l-A 11 f J d u d v li 
1 3. 
( 4 l 
I s l 
< 
1 4 o 
sup tiiT 1 1uJIIIIT 2 1vlllliA 10 1s 1 1A01 1s 2 1f-A 11 fllt 1 t 2 O< u< t 
--1 
O<v< t 
- - 2 
conveq~e para zero, quando s 1 +O+ e s 2 -+ O+. Portanto (4} e 
(5) demonstram [3). 
d) MostrGmos que 0(A
11
) e cJer1so em X. Seja f E X. Considere-
mos 
Temos que 
1 
tt 1 2 
dudv 
t2 t1 
fofo IIT 1 1uiT 2 1vlf-fll dudV 
converge para zero, quando t 1 
para todo t 1 , 
Donde concluímos que 
s-lim 
s +O 
1 
s 2+o 
+ o 
+ 
Além disso 
t 2 > O, De fato, temos 
Finalmente, mostremos que A11 e fechado. 
A11 fn converge para g. Então 
tal que f converge para f 
n 
16 I 
I 7 I 
e 
1 5 . 
w t +w t 
< Me 1 1 2 211 A f -gll 11 n 
converge para zero, quando n ~ ro, uniform8mente em relaç~o a 
(u,vl no compacto [o,t 1 ]x[_o,t 2]. Assim,_ por 1.2.6 (3), obte-
mos 
[T 1 (t 1 i-Ij[T 2 (t 21-I]t" lim [T 1 (t 1 1-r][T 2 (t 2 1-Iltn 
Donde segue que, 
f c 'o (A 
11 
J 
lim 
n~oo 
c 
n~oo 
g 
1.2.7. ProposiçÊio: n D(Akl e um espaço de Banach sob a norma 
kc o 
li til no (A 1 
k 
kc o 
Do {(00), (01), (10), (11)}, 
I 
Demonstração: Segue imediatamente do fato de Ak' k ED, ser fe 
chado, 
' 
1.2,8. Observaç~o: Cn1no, pai·a cada f E X, 
lim 
t 1 -+0 + 
t2 t 1 
lím t \ Ia Ia l 1 CuJT 2 1vlf t -:-.0 + 1 2 
2 
t1 
lím 1 Ia T 1 luJf du f o t -+0+ t 
1 1 
e analog;amente 
lim 
t -+0 + 1 
1 i m 
t +O+ 
1 
1 
t2 
t 2 
fo T2 (vlf dv f 
dudv "' 
dudv 
1 6 o 
em virtude da representaç~o integral 1.2.6 (3) vemos claraman 
te que, se f E: D!A 11 J, então 
s- Úrn lim 
t -:>0+ t -+0+ 
1 2 
No entanto, nada podemo~ afir~ar sobre a exist~n-
cia dos limites 
s- lim 
t 7Q 1 + 
s- lim A 
1
ct 2 lf t -+0 o 2 + 
Por outro lado, temos imediatamente 
' 
11 ) 
12) 
1 7. 
1.2.9, rropoc;j_ç,io: Se f E O(A 11 l e se os limites 1.12 (1) e 
1.13 (2) existoril, então f E.: D(A_10 .. A01 l n D(A 01 A10 l e 
1.2.10. Observação: ( opor·tuno lembrar-aqui um resultado devi 
do a VL Kohnen (VBr [21] l e qw~ sera muito- explorado por . nos 
no capítulo final. 
O teorema e bem ger·al e destacamos uma de suas con 
~equências, que diz o seguinte: 
Se {TI tI -n t E JR } e um semi-grupo de cJ.asse (C l 
+ o 
uniformemente limitadu, isto e, 
li TI tI li < K 
e se X é um espaço reflexiVD 6 então 
I 1 I 
Para finalizar este capítulo, apresentamos uma g~ 
neralização da proposição 7 do Apêndice, (Ver [17]), 
1.2.11.Proposi ção: 
subespaço de X e 
b I 
r r 
O(A 1 A 2 )e 
1 o o 1 Seja r " 
r 1 r 2 
A10A01 e um operador linear tal que 
r 1 r 
, A A 2 Tltlf 
1 o o 1 
um 
I 1 I 
1 B , 
I 2 J 
ainda urn operador fe-
de Banach sob a norma 
I 3 J 
1 9 • 
CAP!Tlll.O II 
SEMI-GRUPOS MULTIPARAMETRICOS DE OPERADORES DUAIS 
Neste cap{tulo apresentamos essencialmente a ver-
sao biparamétrica da teoria dos semi-grupos de operadores duais 
uniparamªtricos, como ª desenvolvida por P,L, Butzer e H. 
Berens na seç~u 1.4 da refer~ncio [os], Observamos que Butzer 
e GGrens se basearam, por sua vez, nos trabalhos de K. de 
Leeuw e R.S. P!"iillips (ver [os] seção 1,6). 
2.1. Definição e Propriedades Básica~ 
2.1.1. Seja X um espaço de Banach real ou complexo. 
Seja { T I t J , tâin} 
classe (C l em L(X), 
o 
' 
um semi-grupo n-paramétrico de 
Seja X* o espaço dual (ou adjunto} de todos os 
funciona~s lineares continuas f* dPfinidos em X. X* é um esp~ 
ço de Banacl1 sob a norma 
li f* li sup{ \<f*,f>\ li f li < 1 f E X} 
Para nos situarmos bem, lembremos a seguinte defi 
nição 
2.1.2. Definição: Seja U um operador linear de X em X com do-
mfnio denso em X, O dual (ou adjunto) U* de U ~ o operador cu 
jo domínio O(U*) consiste em todos os elementos f*cX* para os 
quais existe g*sX* tal que 
' 
20. 
<g*,f> "' <f*,Uf> 
para todo f E D(u). Neste cuso definimos 
U*f* g* = f*oU I 1 I 
e então 
O ( U*) {f*sX* \ f*oU c X*} 
A seguinte proposiç~o, fundamental no nosso cont~x 
to, ~ cl~ssica e .pode ser encontrada em textos de An~lise Fun 
cional. Por esta raz~o omitimos a sua demonstraç~o. Veja, por 
exemplo, [os] 
2,1.3. Proposição: Seja U um operador linear de X em X, com 
domínioo D(U) denso em X. Então, 
a) O dual U* ~ um operador linear w*-fechado. Se U e limita-
do, então U*eLIX*I .e IIU*II" IIU 11. 
bl SeU é fechado, então O(U*l e w*-denso em X* e, se X e re 
flexivo, D(U*l 8 denso em X*, na topologia da norma. 
2,1,4. Proposição: Seja {T(t) :t E ~n} um semi-grupo n-paramB-
' 
trico de operadores de classe (C
0
) em L(Xl. Então, T*(t)E:L(X*J 
e, li T*ltl 11" IITitl 11 para todo t E JR:. Além disso 
T*(s+t) T*(sl.T*(t) 1J s , t E :JRn 
' 
I 1 I 
T*IDI I* (identidade em X*) I 2 I 
w*-lirn T*(t)f* 
t-+0 
t c:lR: 
F* para toda f* E X* 
(continuidada w* de T*[t) na origem). 
. --- --- _li 
21. 
[ 3 I 
09monstração: Para cad,J t c JR: fixado, T*(t) define, pela pr~ 
posição 2,3 (n), uma transformação lirfear limitada de X* em X*, 
com IIT*[t) 11" IIT[t) 11· 
As relaçÕes ( 1) e (2) sao consequência imediata 
da definição de operador dual, 
Também 
I<T*[t)f*-f*.f>l l<t*,T[t)f-f>l < IIF*IIIITCtlt-tll 
PortAnto 
lim <T*[tlf*-f*,f> O 
t-+0· 
t!)Rn 
' 
para todo fcX e todo f* c X*, o que demonstra (3), 
2.1.5. Obsorvação: Pelas propriedades i) e ii) de 2,4 (1) ve 
-n 
mos que {T*(t) :t E JR+} define um semi-grupo de operadores em 
L(X*l que, em geral, não é de classe 
çao 
-+ T(t)f 
(C ), Mas, 
o 
[f c X I 
como a fun-
e contfn~a na topologia da norma para toda função f E X, se-
' 
22. 
gue imediatamente que, a aplicnç~o 
+ T*Ctlf* (f* E X*) 
~ w*-contfnua para toda f* E X. Assim, diremos que {T*(t): 
t E ~n} ª um semi-grupo w*-cont!nuo ou um semi-grupo de classe 
' 
(C l* em L(X*l. 
o 
2,2, O Problema dos Geradores_ Infinitesimais 
2.2.1, Proposiçgo: Seja {T(tJ t E~:} um semi-grupo biparam~ 
trico de classe (C ) em L(X). Então, 
o 
a) O dual At 1 do gerador infinitesimal A11 
near w*-fechado e O[A* J 11 
então 
é w*-denso em X*. 
T*(tlf* E O(A* ) 
11 
t 1 . 
f <T*(u vJA* f* f*>dudv • 1 1 ' o 
(f E X, 
. 
e um operador li-
para to do t c -2 :R 
' 
11 ) 
8 
c) Seja f* s X*. Então, f*ED(A*)se 1 1 ' e somente se, o limi 
te 
w*-lim (A 10 Ct 1 JA 01 Ct 2 ll*f* 
t1+0 + 
·t 2 -+o+ 
w*-lim t- 1 t- 1 [T*[t l-I*) [T*(t l-l*]t* 
t -+-0 1 . 2 1 1 - . 2 2 
1 ' 
t -;-[) 
2 ' 
existe e 
w*-lim !A 10 !t 1 JA 01 lt 2 JJ*f* t +O 
1 ' 
t +O 
2 ' 
A* f* 11 
23. 
Demonstraç~o: a) Como A11 e um operador f8chado com O(A 11 J 
denso em X, pela proposiç~o 2.1.3,, o dual A~ 1 satisfaz as 
condiçÕes do item a), 
para todo t E -2 JR,. e toda f E 0(A
11
J 
temos, pela definição do adjunto e pela proposição 1,2.3 (b) 
<T*(t)A* f* f> 11 ' <A* f* T(tlf> 11 ' 
" <f*,A 11 T(tlf> 
provando que, T*(tlt* E D(A1 1 l e 
A* T*ltlf* 11 
Além disso, para toda f* E 0(A~ 1 l fixada, a função 
' 
-+- <T*(tlA* f* f> 11 ' 
e continua para toda f E X. Com efeito 
I<T*(t)A* f* f> - <l*(t. lA* f* f>l 11 ' o 11 • 
e a Gltima expressao converge para zero quando 
<A* f* 11 ' 
<JT*[t )-I*] ~-T*[t )-I*lf*,f> 
-11 -22 J 
o que prova (1) 
t -)- t • 
o 
2 4. 
Assim. 
c) Suponhamos que f* E X* seja tal que exista g* c X* satis-
fazendo 
' 
w*- lim- (A (t )A (t l )*f* g* 
t -+0 1 Q 1 o 1 2 ' 
1 ' 
t 2 -+D+ 
Portanto, para toda f sDCA 11 l, temos 
<g*,f> "' lim <A (t )A (t l*f* f> 
t -+0 10 1 01 2 ' 
1 ' 
t 2-ro+ 
lim <f*,A1. 0 ct 1 JACt 2 lf> 
T->-0 
+ 
a+O 
+ 
= <f* A f> 
' 11 
prcJandp que f*sD(A~ 1 J e Af 1 f*~ g*. 
Reciprocamente, para toda f*sD(A1 1 l fixada, pela relação 
2,2,1 (1) obtemos 
"t- 1t- 2 <[T*[t )-I*] [T*[t )-I*]f* f> 1211 22 • 
::.<A* f* 11 
t1 
f <A* f* 11 ' o 
25 • 
para toda f E X. Como 
s-lim 
T-TO 
• 
o+D 
+ 
segue que 
ou seja 
w*-lim 
t +0 
t 1 -+0 2 
<A* f* f> 1 1 • 
A* f* 11 
26. 
f 
2,2,2, Corolârio: O operador adjunto A1
1 
é igual ao w*-gera-
dor infinitesimal do semi-grupo dual. 
2.2.3. Consideremos agora 
x•11 ={f*EX*lim j]T*(tlf*-T*(t lf*-T*(t lf*+f*]] o} to· 11 22 
• 
x~o {f*cX*I lim li T;lt 1 lf*-f* 11 o} t +O 1 • 
xo1 ".{f*cX*I lim IIT~It2lf*-f*ll o} 
t2+0 
xôo {f*cX*I lim li T* I t lf*-f* li o} 
t+O 
Temüs imediatamente que 
2 7 • 
I 1 l 
e 
I 2 l 
. 
2.2.4. Proposição: a) Xôo• X~ 0 , X[j 1 e X~ 1 s~o subespaços inva 
riar1tes e feci1Ddos de X*, na topologia da norma. 
sup { IIT 1 1ul 11 IIT 2 1vl IIJII Aj 1-F*II t 1 .t 2 o.s_u_st 1 
o .. 2.v.Stz 
c) QuanUo X e reflexivo, então 
x~o X* 
Oemonstraç~o: al Como x~ 0 e X~ 1 sao subespaços invariantes e 
fechados de X*. na topologia da norma (Ver [06] p. 50), o mes 
mo podemos concluir de X~ 0 
dar x~1· 
X~ 0 n X6 1 . Resta, apenas, estu-
. 
e um subespaço vetorial de X*. Para 
provar que X~ 1 é fechado na topologia da norma, consideremos 
uma sequência {(f~)n em X~ 1 tal que 
f* -+f*E::X* 
n 
(n -t- co) 
ern norma, is-to 
P":ra todo n > 
e. dado E: > O, existe n 
o 
n ' o 
onde 
"" n (E J 
o 
tal que 
11 sup 1IIT*Itlll o IITitlll. t s [o.1] x [o,1]J 
Seja n > n fixado. Então, 
o 
11 ~*[t )-I*] rT*[t 1-I*'f*ll 1-1 -22 J 
11 T*(t JT*(t lf"'·-T*(t lf*-T*(t lf*•f*-T*(t lT*(t )f* 1122 11 22 1122n 
+ T*[t lT*(t )f*-T*(t lf*-T*(t lf* + T*(t lf* + 1122n11n22n 11n 
T*(t )f*- f*•f*ll 2 2 n n n 
< 11 T*lt IT*It lf*-T*It IT*It lf*ll * 1 1 2 ·z 1 1 2 2 n 
11 [T*It l-I*] [T*It 1-I]t*ll * llt*-f*ll 1 1 2 2 n n 
< [3M•11 11 f*-f*ll * 11 ~*lt 1-I*] [T*It 1-I*] f* li n ·1 1 2 2 n 
20. 
Pela hipótese, existe O ~ 6 (E,n) > O (0 < 6 < 11 tal que 
----~---·· 
29. 
para O < t 1 , t 2 < Q, Logo 
para o.:::. t,. t2 < éi. o que prova que x1, 8 um subespaço fecha 
do de X*, na topologia da norma. 
Além disso, se f*. E X* 1 1 ' 
-2 
todo s c JR+, Com efeito 
então T*(s)f*c:X* 11 ' para 
e a Gltima expressão converge para zero, quando t ~O, Portan 
to 
-2 para todo s f: JR • 
< 
bl De 2,2.1 (1) obtemos 
30. 
onde o supr8mo e tomado sobre (u,v) E [o,t 1] x [o.'t 2J. Donde 
segue (1). 
c) Quando X é reflexivo, então 
X* 
(ver [oG], p. 52). Como 
8 
temos também que, 
X* 
2.10. Como x~ 0 8 um _subespaço fechado do espaço de Banach X*, 
sabemos que x~ 0 tamb~m ~ de Banach. Assim, a re~triç~o 
-2 2 {T~(t):t E JR+} do semi-grupo {T*(t):t E JR+} a xg 0 define um 
semi-grupo de classe (C 1 em L(X*l. Denotaremos a· gerador in-
o 
finitesimal -2} de {T~(tl :t s m; ~ no sentido da definiç~o 1.2~5 
O* por A 11 e 
O* 
seu domÍnio por D(A 11 l. 
Na seguinte proposição estudaremos a conexao entre 
o semi-grupo dual {T*(t) :t E JR 2 } e sua restrição 
+ 
- -- _... .. - ------ ----
31 . 
2.11, Proposição: a J Temos 
c O(At 1 l n X~O e densa em XÔo• na topologia da norma. 
bl A~~ ~ a maior restriç~o de A~ 1 com ~omlnio e imagem conti-
dos em X[j 0 • 
Demonstração: a J Se o* f*cD(A l 11 então, pela definição, 
quando t + O e s + O , em norma, Mas converg~ncia em norma 
+ + 
implica w*-converg&ncia. Logo, pela proposição 2.2.1 (c), 
A inclusão D(A~ 1 J C x1 1 já foi mostrade1 na propo-
sição anterior. 
Como O* O I A 11 I é denso em xso· na topologia da norma 
O* 
e como 0(A 11 JC D(At 1 J, temos que D(A~ 1 l n x5 0 é fortemento; 
denSo em x5 0 . 
b) Precisamos mostrar que, um elemento f* E D(A~ 1 J pertence a 
D(AO*). se A* f* E X* M 11 11 oo' as, 
-2 
u o lR + T*(u)A* f* 
o 11 + 
e fortemente continua 
' 
-2 
em JR e por 2, 6 
+ 
I 1 I temos 
< [ T * I t 8 ) -I*] [r* I t 8 ) -I*] f*, f> 
o11 -lJ22. 
O
* 
·r•l )A "* <O u1,u2 11f ,f> 
para toda f s X e todo t ~ (t 1 ,t 2 l >O fixado. 
Por um corol~rio do teorema de Hahn-Banach, obtemos 
[ T*It e )-I*] [T*It e l··I*]f* o 1 1 o 2 2 
o que prova que f* E 
' 
A 0 *f* 
11 
O* 
e A f* 11 A* f* 11 
32, 
33. 
CAPITULO III 
CLASSES DE FAVARD DE PROCESSOS DE APROXIMAÇAO MULTIPARAMETRICA 
O pioneiro do conceito de saturaç~o foi J. Favard, 
que o estabeleceu em 1947 para métodos de somabilidade de se 
ries de Fourier (Ver [09], [10]) e foi formulado para ser.oi-f:r.::!_ 
pos de operadores em e:;;paços de Banach, por P.L. Outzer, em 
1958 I ver [n1], [os] I. 
N6s procuramos extender o conceito de saturaç~c 
de P.L. Butzer pariJ sem-i-grupos biparamétricos e o fizemos em 
dois sentidosl um que chamumos de sentido restrito o outro de 
sentido amplo e caracterizamos as classes de Favard dos semi-
grupos biparamétricos em cada um dos dois sentidos. 
Iniciaremos o cápÍtulo introduzindo o conceito de 
soma booleana de processos de aproximaçdo com o sentido 
por Birkhoff e Gordon [o3]. 
3.1. A Soma Booleana de Processos de Aproximação 
3.1.1. Seja X um espaço de Banacl1 real ou complexo e 
L(X) a ~lgebra de Banach dos endomorfismos em X. 
dado 
seja 
Seja R ~ {R(r) Ir < O} uma famÍlia de operadores 
comutativos em L(X) tal que 
JjRirlfiJ < MJJtJJ I 1 I 
para todo r > O e f E X 
lim 11 RlrJf- fll 
r+O 
·•· 
o 
34. 
I 2 l 
Uma família nas condiçÕes . e denominada "processo de a pro 
ximaç~o da iderltidade'' no sentido forte. 
Consideremos, agora, dois processos de aproximação 
da identidade em X: ç = {S(sl 15 > O} e· -r {Titl lt > o}. Sup"-
nhamos ainda que 
SleJTitl TI t l SI s l 13) 
para to~o s > O e t > O. 
3,1,2. Definiç~o: A soma Booleana de um elemento S(s) E ç com 
T(tls"T é definidQ por 
·s ( s J ® T ( t J = S ( s J + T ( t ) - S ( s l T ( t l ( 1 ) 
Temos im~diatamente o seguinte resultado 
3.1.3. Proposição: Sejam Ç = {S(s] is .:_O} e T = {T(t) lt .:_O} 
dois processos de aproximaç~o da identidade no sentido forte, 
Então 
IISisl (!) Tltlfll < Mllfll I 1 I 
onde M independa de f e de (s,t) 
' 
lim ]]slsl (B Tltlf-t]] = 
t-~>-0 
s-rO 
lim lim ]]slsl IB Tltlt-f]] 
S-+Ü t-+0 
lim lim ]]Sisl IB Tltlf-f]] 
t-+0 s-+0 
Ou seja, a famflia das somas Booleanas 
. Ç (D T {Sisl IB Tltl ]s,t >O} 
e um processo de aproximaç~o biparam~trico, 
3,2, Ordem de saturaç~o Biparam~trica e Classes de FDvard 
3 5 • 
Recordemos, inicialmente, a tJoçao de ordem de sa-
turação e de classe de saturação ou classe de Favard, para 
processos uniparamétricos, 
3,2.1. Seja X um espaço de Banach e R= {R[r); O <r< ro} um 
processo de aproximação uniparamétrico em X. Suponhamos que 
exista a > O e uma classe F C X tal que 
]]Rirlf-t]] f (r + O) I 1 I 
]]Rirlf-f]] I 2 I 
onde F contém pelo menos um elemento -na o invariante, Então, o 
processo de aproximação R diz-se saturado em X com ordem O(ra) 
• 
3G, 
8 F e chamuda cZaace de sa"tul'ação ou cta"sse de Pavard. 
r o seguinte o teorema central da teoria de satu 
raçao de semi-grupos de operadores em espaços de Banach, na 
vers~o de P.L. Butzer, 
3.2.2. Teorema: Suponhamos que {T(t): O< t < oo} seja um se-
mi-grupo de classe IC I em LIXI 
o 
a) Sejam f,g elementos de X, fixados, tais que: 
lim inf 11 t- 1 ITitlf-fi-g 11 O 
t~o 
' 
Então f E D(AJ e Af g. Qu_ando g O, temos que T(t)f 
ra todo t > O 
b) Para toda f s O(A), temoe; 
IITitlf-fll < cup { 11 T(u) lllll Afll.t 
D<u<t 
c) Se X e reflexivo e f C X e tal que 
lim infll t- 1 1Titlf-flll < 00 
t~o 
' 
então f E D(A). 
f p~ 
Em- termos de saturaç~o, temos imediatamente o se-
guinte 
3,2.3. Corolário: Seja X um espaço de Banach reflexivo e 
• 
-- .... --~ 
37, 
{T(t): O < t < oo} urn senri-grupn de classe (C l em L(X), Ent~o, 
o 
o semi-grupo est~ saturado com ordem O(t) e a clas~e de 
Favard F= F(l(t)-I;X) ~ igLJal ao domfnio do gerador infinita 
simal A. 
Para processos bipJrarn5trieo8 podemos introduzir 
dois conceitos de saturação, antas por8.m, conVGncionemos o se 
guinte: Se 1/J(s,tl está definido [1ara todo s,t >O, dizemos 
que 
se 
1jJ ( s ' t) 
lim s-at-8 1/J(s,tl = o 
s -~o 
't-i>-0 
3.2.4. Definição: Seja {S(s) EB T(t); O.::_ s, t < oo} a soma 
booleana dou pr·ocessos de aproximaç~o {Sisl; O < s < oo} e 
{T(t): O< t < oo}. Suponhamos que existe um par (a,Bl >O e 
uma classe FC X tal que: 
11 Slsl ® Tltlf·tll TI t lf f I 1 J 
e 
IISis) fB Tltlf-tll [ 2 ) 
onde F cont~m pelo menos um elemento -na o invariante sob 
S(s) ® T(t]. Então o processo de aproximação {S(s) ffi T(t) 
O< s,t < w} diz-se saturado em X, no sentido restrito, com 
' 
38, 
ou 
classe de Favard Peatrita. 
3,2,5. Dsfiniç5o: Sob as mesmas hip6teses da definiç~o 3.2.4, 
suponhamos que exista um par (a,Bl >O e uma classe H X tal 
que: 
11 Slsl IB Tltlt-tll 
11 Slslf-f 11 a "' o ( 5 ) 
11 Slsl (i) Tltlf-fll 
11 Sls)f-f 11 
) 
Slsl ([) Tltlf f 
s ( 5 l f f 11 ) 
T ( t l f f 
(:-) f o li 
12 ) 
Onde H contém, pelo menos, um elemento nao invariante sob 
S[sl ® T(t), S(sl e T(t), Então, o processo de aproximação 
{S(sl EB T(t); O < s, t <co} diz-se saturado em X, no sentido 
com ordem O (satBl e H é ch.amada classe de saturação amplo, 
ampla ou classe de Favard ampla. 
Estabeleceremos agora dois teoremas de saturação 
para somas booleanas de semi-grupos uniparam~tricos; um ver-
sara sobre saturação restrita e outro sobre saturaç~o ampla, 
3,2,6. Sejam {S(s) O < s < oo} e {T ( t l O < t < =} semi-gru-
' 
pos uniparam6trico de classe (C ) em L(X), que satisfazem 
o 
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a 
condição de comutatividade 3. ~ ,1 (3). P8la proposição 1.1.4, 
podemos considerar o semi-grupo biparam~trico {VIs,tl 
S(sl.T(t): O< s, t < oo} de classe (C ) em L(X). 
o 
ConsidGremos 
ainda o operador A11 como foi definido em 1.2.5, 
3,2.7. Teorema: Sob as hip6teses feitas em 3.2.6, tsmos: 
al Se f,g -sao elementos de X tais que 
o I 1 I 
t-~o 
s-+0 
Então, f E D(A 11 l e A11 t ~ g. Quando g "' O temos T(tl S(s)foof, 
para todo s,.t 2 O, isto ~. { ~ um elemento invariante do pro-
cesso de aproximação {T(t)@ S(s): O< t, s < oo}, 
IITitl (i) S(slf-tll < sup liiTiuiiiiiS1vlllliiA 11 tllts O<u<t 
c) Se X 
lim 
t-+0 
s+O 
D<v<s 
-e reflexivo e se f c X e tal 
1
-1-1[ l inf lt s S(sl Ell T(tlf-t)l 
ou e 
< 00 
I 2 I 
I 3 I 
Demonstração: al Sejam f,g c X tais que (1) se verifique. Fa-
' 
çamos 
e 
- 1 f, 
e LS I sI- I]"F 
Vimos em L2,6 (5) que 
S-lim 
t->-0 
S··:>-Ü 
fw r z O J D T(u)S(vJA 1 [)-(t)A 01 (slf dudv oo 
" [r-Tiwl EB s(zi}F 
Além disso 
1 o • 
I 4 I 
< eup !IIT1ul.ll·llslv1IIIIA 10 1tiA 01 1slf-gll w.z 151 O<u<w 
o<v<z 
Pela hip5tese. o limite inferior (t +O, s + 0) do segundo mem 
bro da Última desigualdade é zero. 
Portanto, 
J: J: T[uJS(vlg dudv f - Tlwl ® Slzlf I 6 I 
Donde segue- que, f E D(A
11
) e A
11
f := go A igualdade (6) tam-
41 . 
bém mostra que, se g == O, 8ntão T(w) ® S(z)f - f para todos 
osw,z>D. 
Tltl (j) S[s]f-f - Jos Jot T(u)S(vJA 11 f dudv 
Portanto, 
[[Titl (f) S(slf-t[[ < sup i[[ riu] [[[[slvl [[J [[A 11 tll.t.s. O<u<t 
o< v< é> 
c) Se a relação [3) é satis.feita, então existe uma so{quência 
( t • 5 ) 
n n n E: N' tal que 
(t ,s ) +(0,0), 
n n 
n+oo 
quando n + ro, 
• e um subconjunto limitado de X. Como X e reflexivo, existe uma 
subsequência 
fracamente para um elemento g c X. Portanto, 
lim 
k+oo 
= <f* ,'g> 
para todo f* s X*. Além disso; pela definição de operador dual, 
segue que 
lim 
k+oo 
<f*, T(u)S(v)A (t ,5 )f> 
11 nk. nk 
<f*,T(u)S(v)g> 
para todo u,v > O e toda f* E X*, 
' 
42. 
Visto qu8: 
l<f*,TiuiSivJA 11 1t ,s lf>l < 
. nk nk 
< llt*IIIITiuJslvl 11 
llt*ll sup liiTluiiiiiTiuilll IIA 11 1tn ,sn lfll O<u<w K k 
Ü<V<Z 
e o Último membro da desigualdade acima é limitado em cada re 
tângulo limitado O< (u,vl < (w,zl (w,z arbitrários, mas fixa 
dos) uniformemen·te em relaç~o a k, .temos, pelo teorema da con 
vergência dominada de Lebesgue, que para toda f* E X* 
lim 
k+oo 
lim 
k>+oo 
T(uJS(vJA 11 (t ,s )f nk nk 
Jw Jz <f*,T(u)S(v) o o 
Jwo foz <f*,T(u)S(v)g> dudv 
= <f*, J: J: T(ulS(vJg dudv> 
dudv> 
du dv · 
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Por outro lado, como convergência forte implica em convergen-
cia fraca, temos também por (4) que 
lim 
k-F= 
T(u)S(v)A 11 (t ,s )f nk nk 
<f*, f-T(w) ® S(z)f> 
dudv> 
I ô I 
43, 
Comparando as relaçõcos (7) e (ô) ternos para todo por (w,z) >O 
e toda f* E X* 
'v-J z 
<f*, f r T(u)S(vlG dudv> 
o J o 
<f*, f-T(w) ® S(;;:)-f> (9) 
Pelo teorema de Hahn-Banach, obtemos 
f-T(wl CB S(z)f I: J: T(u)S(v)f Oudv I 1 o I 
Donde concluimos que f E 0[A 11 J e A11 t ~ g, como queríamos de 
monstrar. 
Na terminologia da teoria de saturaç~o temos o se 
guinte 
3,2,8, Corol~rio: Seja X um espaço de Banach reflexivo e 
{S[s] ® T(t}J O < s, t < oo} o processo de aproximação bi-par~ 
m~trico gerado pelos semi-grupos uni-param~tricos <S(s); 
O< s < oo} e {T(t): O< t < oo}, Então o processo de aproxima-
çao"{S(s) ® T(t): O< s, t < oo} é saturado em X, no sentido 
restrito, com ordem O(s,tl e a classe de Favard 
F"' F(S(s) €• T(t)-I; X) é igual ào domÍnio do operador A11 . 
A combinação dos teoremas 3.2.2 e 3.2.7, fornece 
o seguinte teorema de saturação no sentido amplo: 
3.2.9. Teorema: Sob as hipÓteses feitas em 3,2,6 temGs: 
' 
al Se f,g sao elementos de X tais que 
-1 -1 [ J 11 lim infll t s T(t) ffi S(s)f-f +g 
Então, f E: D(A
11
.l (I D(A 10 J (I D(A 01 ) e A 11 f 
A f "' g. 10 
Qunndn g "' O, tRmos que 
TltJ E!J Sls)f f 
TI t J f f 
S(s)f " f 
o 
li TI t J Slslf-fll < sup liiTiuJIIIISiv) lllll A 11 fllts O<u<t 
o<v<s 
IITitlf-fll < sup liiTiuJIIl IIA 10 fll·t O<u<t 
IISis)f-fll.::_ sup lll Slv) lllll A01 fll s O<v<s 
c) Se X e reflexivo e se f E X e tal que 
44. 
I 1 J 
I 2 I 
I 3 J 
g e 
I 4 J 
I 5 J 
I 6 J 
17J 
( B J 
lim inf llt- 1 s- 1 [Titl ® S(slf-f] 11 < oo 
t~o 
s+O 
lim inf 
t+O 
lim inf 
s-~o 
- 1 llt [Titlf-1'] 
- 1 lls [slslf-F] 
li < 00 
li < 00 
4 51 
I 1 o I 
I 11 I 
I 1 2 I 
3,2,10, Corol~rio: Seja X um espaço de 8anacl1 reflexivo e se-
jam {S(s): O < s < oo} e {T(tl: O < t < oo} semi-grupos unipar~ 
m~tricos comutat~vos com geradores infinitesimais A01 e A10 
respectivam8nte. Seja A11 o gerador infinitesimal, no sentido 
da definiç~o 1,2,5, do semi-grupo biparam~trico 
{V[s,tl S(s)T(t); O < s, t < oo} 
Ent~o o processo de aproximaç~o biparam~trico 
{Sisl (]) Tltl; -0 < s, t < oo} 
~ saturado em X, no sentido amplo, com ordem O(st) e classe 
4 6. 
CAPITULO IV 
SATURAÇJ'iO PARA SEMI-GRUPOS !'lU L TI-PAR/\.M~TRICOS DUAIS 
No capitulo III estudamos o problema da suturaç5o 
dos processos de aproximaç~o biparom~tricos obtidos atrav~s 
das comas booleanas de semi-grupos fortemente contínuos em 8~ 
paços reflexivos, Podemos, entretanto, estudar este problema 
em espaços não reflexivos, passando aos semi-grupos duais. 
4.1. Preliminares 
4.1,0, Sejam, então, {S(s); O< s < 00 }; {T(t); O< t < ro} 8 
{VIs;t), O~ s,t < ro} como Gm 3.2.6. Sejam {s*(s); o < 5 < ro} 
{T*(t); O< t < ro} e {V*(s,t); O< s,t < ro} seus respectivos 
semi-grupos duais e sejam 
X* • o 1 
X* 1 o 
{f* 0 X*; U.m IIT*[t)f*-f*ll" O} 
t -+0 
{f* o X*; lim IIS*[slf*-f*ll" o} 
s+O 
X* " {f* E X*: DO limll V*ls,tlf*-f*ii" o} 
s+O 
t+O 
Sejam, ainda, o * e A11 os geradores 
tesimais dos semi-grupos considerados, restritos a x;0 
infini-
O problema da suturação dos semi-grupos duais 
{S*(s): O< s <=}e T*(t): O< t < oo} já foi resolvido e 
sua solução é devida a K. DE LEEUW [oa] (Ver tambÉm [oo]l. 
• 
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4,2, O Teorema de Saturaç~o para Semi-grupos Duais 
4.2.1. Teorema: a) Sejam f* e g* elementos de X3o tais que 
lim intll t-\- 1 [s*isl E!J T*ltlt*] • g*ll ~ O 
s-ro 
t+O 
então, f* c.: O* e A f* 11 
S*lsl $ T*ltlf* f* 
bl Se f* E O(A~ 1 J, então 
g*. No caso em que i* 
V t,s > O 
o 
lls*[s) $ T*ltlf*-t*ll < sup llsiul 1111Tivllll~j 1 t*ll st 
onde supremo e tomado sobre os [u,vl E [o,s] x [o,t]. 
c) Se f s,x~ 0 e 
lim in f jj 
s+O 
t+O 
- 1 - 1 
5 t [s*lsl ® T*ltlf-t*] 11 < 00 
I 1 l 
ternos 
12 ) 
Demonstração: (a) t apenas um caso especial do teorema 3.2.7(aJ. 
b) Já foi demonstrado em 2.2.9 (b) 
c) Pela hipÓtese, existe uma constante c > O e uma sequ8ncia 
2 
em R tal que, 
11 -1-1[ s. t. S*(sJ@ J J T*(t)f*-t*] 11 
-+ (0,0) e 
j+O 
< c i 1 • 
48, 
Para cada inteiro n > O, seja~ o w*-focho em X* do conjunto 
n 
- 1 - 1 {s. t. [s*ls)(B T*lt)f*-T*] 
J J 
j > n} 
Como cada um dos conjuntos S 
n 
• e limitado na topologia da nor-
ma e é w*-fechado, que S é w*-compacto para todo n > O. 
n 
Além disso, a fam.Ília (S ; 
n 
n > 1} tem a propriedade da inter-
seçao finita. Logo, existe g* c X* tal que g* c (l(S ; 
n 
n > 1} . 
Portanto, qualquar que seja a vizinhança fraca de 
g*, ela cont6m um elemento de Sn• para todo n > O. Ou seja, 
para todo E > O, todo f E X e todo n E N, existe j > n tal que 
-1 - 1 . 
\lsj tj [S*[s)·li) T*[t)f*-f*]g*lf\ <E 
Fixemos, agora, f s D(A 11 l e seja E 1/2. Ent~o. existe 
J 1 > 1 tal que 
- 1 - 1 (s;l t 1 [S*(s) ® T*(tJf*-f*]-g*lfl < 1/2 
Para E existe jk + 1 > j k. tal que 
Assim, determinamos umd subsequência (ls. ,t, ))k de 
J k J k 
dependendo da escolha de f E O(A 11 J tal que 
Logo, 
lim 
k+ro 
<g*,-F> 
IIS.,t.J)j, 
J J 
<g*,f> lim 
k -)-00 
"' - <f* A f> 
• 11 
4.2.2, Corolário: a) Se f E X[j 0 8 
IIS*Isl (j) T*ltlf*-f*ll o I st I 
T*(t. lf*-f*l> 
Jk 
4G. 
I 1 I 
então f* é um elemento invariante do processo de aproximação 
biparamétrico {S.*(s) G1 T*(tJ: O < s, t < co} 
b) Se f* E X5o• então sao equivalentes as afirmaç5es: 
f* E O(A* l 11 
existe o' limite 
w*-lim s- 1 t- 1{S*(s) EB l*(t)-f*l 
s+O 
t+O 
11 S*lsl (j) T*ltlf*-f*ll o ( 5 t) 
I 2 I 
I 3 I 
I 4 I 
Observemos que a conjugação do corolário 4.2.2, 
com o corolário 2.1. 5, pg. 92 de [oB] resolve o problema da 
saturação do processo de aproximação {S*(sl ® T*(t); 
50. 
4.2.3, Corol~rio: O processo de aproximaç~o {S*[s) ID T*(t): 
O<s,t<oo} 
al Est; saturado em xg 0 , no sentido restrito, com ordem O(st), 
sendo a classe de favard F =X* no(A*) o o 11 
bl Está saturado em X(j 0 , no sentido amplo com ordem CJ (st), 
Observemos ainda que, o Corol§rio 4.2.3. cont~M o 
corol5rio 3,2,8 e o teoremu 3.2.9, uma vez quo, so X é refl8-
xivo, então X* " X* o o 
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CAPfTULO V 
A TEORIA DOS ESPAÇOS DE INTERPDLAÇ~O ENTRE 2" ESPAÇOS 
0[ BANACH 
J§ dissemos que um dos objetivos de~te trabalho e 
estabelecer conexoes entre a teoria dos s8mi-grupos multipar~ 
. 
métricos e a teoria de Interpolação de fernandez. I~to ser a 
feito no pr6ximo capitulo e afim de tornar este trabalt1o diria 
ticamente mais completo, apresentaremos, neste cupítulo, um 
resumo da referida teoria de Fernandez. Para maiores detalhes 
ver [11). 
5.1. Definiç5es B~sicas 
5,1.1, Consideremos O {k = (k 1 , ... ,k 11 Js JR:nl kj =O ou 1, 
j = 1, ••. , n} e seja E = (Ek I k si]) uma famÍU.a de 2 11 espaços 
de Banach imersos, alg~brica e topologicamente, num mesmo es-
paço linear Hansdorff V. Uma tal familia ser~ chamada de fa~!-
lia admissivel (de _espaços de Banach em V). 
5.1.2. Se E= [Ek:k EO) 8 uma família admissível de espaços 
de Banach, introduzimos a envolt6ria linear ZE e· a interseç~o 
nE como espaços vetoriais na forma usual. 
Os espaços vetoriais LE e(]E -sao espaços de Banach 
em relação as normas. 
K s 0 ) ( 1 I 
I 
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8 
( 2 ) 
respectivamente, 
Os espaços L:E e (']E estão continuamente imersos em 
v. 
5,1.3, Dada uma famÍlia admissivel E, chamaremos de espaço in-
ierm8di5rio em relação a famÍlia a todo espaço de Banacl1 E que 
satisfa;;: 
(\E C E C EE ( 1 ) 
(O sÍmbolo(: indicará sempre uma imersão contínua) 
5,1,4, Diremos que um par de espaços de Banach (E,~) interme-
diários e~ relação . as famÍlias admissíveis k E C ) 8 
F "' (Fk.:k E[J l, respectivamente, tem a propriedade de interpo-
lação se para toda aplicação linear de ZE em IF tal que 
( k c c) ( 1 ) 
implicar que 
T: E-+ F ( 2 ) 
(A flexa + denotará sempre aplicações lineares contínuas! J 
53. 
5.1.5, Observamos que a condiç~o 5.1.4 ·(1) implica necess~ria 
que T: 
5.1.6. Seja G um espaço de Banacll com norma 11·11 e denotemos 
por (Cl,oo) X X (O,oo). 
o espaço d;:1s funções z: R2- G, fortemBnto mensu~ 
d*t "'dt1/t~ ... dt /t 
n 1 n n 
e que sao Q = (q 1 , ••• ,qfl) integráveis (com as modificaçÕes ha-
bituais quando qj = oo, para algum ou todos os j) 
Q 
por L*(G). 
será denotado 
O espaço das funções g: n R -r G, 
• 
fortemente mensu-
r~veis em relaç~o a medida usual de Lebesgue sobre q UB 
são Q = (q
1
, •• ,q 11 l integrais (com as modificaçÕes habitueis 
quando qj ... ) . sera denotado por 
O espaço das funções g: R11 -r G fortemente mensu~á 
veis"em relaçãu a medida usual de Lebesgue sob r e n R ' 
. que SuO 
= oo, 
plesmente 
,q ) integráveis (com as modificaçÕes usuais quan-
n 
... ) sera denotado Q por L (Gl. 
Quando G R ou C denotaremos estes espaços siD-
Para toda a teoria dos espaços L0 , com normas mis 
tas, a referência básica será sempre Benedek.-Panzone [01], 
Dada uma familia admiisível E 
se pretende ~ desenvoJver um mgtodo de construç~o de espaços 
intermedi~rios em relaç~o a famflia dada, Ainda mais, que os 
pares de espaços intermediários construÍdos em relação a duas 
famflias admissÍveis tenham a propriedade de interpolação. 
J. Peetre desenvolveu neste sentido os chamados 
K- e J- métodos reais de interpolação (Ver [2G]) para famflias 
admissíveis de dois espaços de Banach. Fernandez extendeu es-
' 
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tes métodos n para 2 espaços de Oanacl1, como segue: 
5.2. As Normas Funcionais K(t;x) e J(t;x) 
Consider-emos E (Ek I k E O) uma familia admissí-
vel de espaços de 83nach. 
5.2.1. Definiç~o: ParA t = (t 1 ,, .. ,tn) >O (ti >O), y E E e 
x E IE definimos as normas funcionais 
J(t,yl 
e 
k 
onde t 
k 
t ", 
n 
f: o } ( 1 ) 
Vemos que para cada t fixo as normas funcionais 
J(t;y) e K(t;x) definem normas equivalentes a IIYihE e jJxiJIE 
emriE e L:E, respectivi:lmente. 
5,2,2, Proposição: Para todo y E: 
K(t;y) < (min tks-k) J(s;yl 
k 
E e t 
Consideremos E (Ek I k E O l uma famÍlia adrnissí-
vel de espaços de Banach e os parâmetros 8 ~ (8
1
, ... ,Gnl' 
5 " J. 
1 < Q (q1'' .. ,qll) < oo, 
5.3.1. Definiçdo: IJefinirnos (Ek]l\ cOle,Q,K corno o espaço dos 
x E [E tais que 
5,3,2, Proposição: 
LQ 
* 
Os esp<~ços 
necessariamente a {O} quando O< ej < 1, 
o< e. < 1, q, ~ ~ (j ~ 1,, . . ,n). 
J - J 
5.3.3. Proposição: Os espaços 
quando munidos da norma 
llxi~,Q,K -8 llt Klt,x) 11 Q 
-. 
I 1 J 
na o se reduzem 
1<q.<ooe 
- J 
sao completos 
I 1 J 
5,3,4, ProposiçBo: Os espaços (Ek]k EO )e,Q,K sao espaços in-
termediários ern relação a famÍlia admissivel E = (Ek] k E O l. 
Isto é 
12) 
A prÓxima proposição mostra que os espaços 
(Ek ]k sOl_ Q K tem a propriedade dB interpolação e podem ser 
8. ' 
chamados de espaços de interpolação. 
5.3.5, Proposição: Sejam E= [Ek]k EO) e F= (Fk]k E Cl duas 
famílias admissíveis de espaços de Banach em V e W, respecti-
vamente. Se T é uma transformação linear de LE em EF tal que 
• 
,--
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I k c O I I 1 I 
então, para todo O 
I 2 I 
5,4. A Discretização do K-método 
Seja F [f~;,IK so) uma famÍlia admissivel de es-
paços de Banach, 
n Dados N s Z e O< G = Ce 1 , ••• ,8nl < 1, façamos 
+ ll o 
n n 
e se ~1 (m1'''''mn), M façé!mos e 
5,4,1. Proposição: Seja x ~:-EE. Então x E (Ek[k c U)G,Q,K se, 
e somente se, 
-NO N (e K[e ;xll 
• n Nc:Z 
I 1 I 
mé:JiS ainda 
llxi~,Q,K 
n -e -N e N 11 <ee llle 'Kie,xll n 
NE:Zn .Q,...,(Z 11 ) 
Consideremos, como antes, E "" (Ek [ k E O) uma famÍ 
lia admissivel de espaços de Banach e os parâmetros 
,-
o < 0 " 
5_, s·. '1 o Definição: De-Finimo~ 
X E LE pura oS quais existe 
que 
X 
8 
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< ro 
E O)_ Q J como o espaço dos 8. • 
CrE:l com uOR:lC (!E e. tal 
I 1 l 
[ 2 ) 
Da mesma forma que os espaços do tipo K temos a 
seguinte proposição. 
5.5.2. Proposição: Os espaços (Ek]l\cOl 0 ,Q,Jnão .se reduzem neces 
sariamen~e a {O} quando O < 8. < 1, 1 < Q. < oo 8 O< BJ. < 1. 
J - J 
qj "oo (j "'1,2, ... ,nl. 
5,5,3, Proposição: Os espaços (Ek]kcOlG,Q,J sélo- completos quan 
do munidos da norma 
jjxlle,Q,J=inf{jjt- 8Jit,ultll IIL Q' 
* 
5,5,3o Proposição: Os espaços (Ekjk EO lG,Q,J sao espaços in-
termediários em relação a famÍlia admissÍvel E= (Ekjk E Q), 
Isto é, 
I 1 l 
' ~-
5 ô. 
5,5.11, Proposição: Sejam E ::: lE 1~11~ E O l e F "' (Fkl k E O l duas 
famÍlias admiss!veis de espaços de Banacl1 em V e W respectiva 
mente, Se T ~ uma transformaç5o linear de IE em IF tal que 
I k c D l 11 ) 
então, para todo 0 
5.6. A Discretização do· J-m~todo 
5,6.1. Proposição: Seja x E L:E. Então x E: (Eklk E C )G,Q,J se, 
e somente se, existe (uMJM ern(\E, M c Zn, tal que 
X " u ~1 (em L:El 11 ) 
e 
o 1'1 (M J(e ;uM)) 
MEZn 
I 2 J 
5,7, A Identidade entre os Métodos K e J 
5.7.L Proposição: Se O < 0 
então 
5.7.2. Lema: Seja x E IE para o qual existem constantes 
O< 0"' l8 1 , ... ,8n) < 1 e C= C(x) >O tais que 
K(s;x) -0 .6. c s 
Nestas condiçÕes existe u E 
e 
J(s.u(s)) n < (4e) K(s;x) 
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[ 1 ) 
tal que 
I 2 l 
I 3 J 
5.7.3. PropQsiç~o: Se O < 8 ~ (8 1 , ..• ,Bn) < 1 e 1 < Q 
(q , , .. ,q ) < oo, então 
1 n -
5,7.4. Teorema: Seja E= (Ek.lk. ED l uma fam.Ília admissível, 
[q 1 ,, ,.,q ) < oo, Ent~o vale n -
a identidi"dB 
com equival8ncia de normas. 
OBSERVAÇÃO: Em vista da identidade 5.2.6.4 (1) e n6D havendo 
necessidade, por razoes de cálculo, explicitar-se o espaço de 
interpolação foi gerado pelo método K ou pelo método J, escre 
5.7.5. Corolário: Se O< 0 = C€l 1 ,.,.,8n) < 1 e 1 < P 
vamos ter 
60. 
( 1 ) 
Em particular 
( 2 ) 
(Aqui '1"' (1, ••. ,1) e oo o: (oo,,,.,ooJ.J 
Gl. 
ESPAÇOS DE INTERPOLAÇAD E SEMI-GRUPOS 
Neste ca11ftulo apres8ntamos uma versao biparam~-
trica dos espaços intcrmedi~rio~ gerados por semi-grupos dR 
operadores em espaços de Banach, introduzidos por J.L. Lions-
J, Peetre ( [23], [24]) e mostramos que estes espaços são espa~ 
ços de interpolação, segundo a teoria de interpolação para zn 
espaços de Banach de Fernandez·. 
6.1. Espaços de Banach Gerados por Semi-grupos Bi~aram~tricos 
de Operadores 
6,1.1. Seja X um espaço de Banach real ou complexo e seja 
{S[sJT[tl, 
'mitante ~1), 
aeSemJR, 
o < a 
o < a 
o < a 
o < a 
(s,t) E~ ill } um semi-grupo equi.limitado (com li-
• . 
Suponhamos que urna das seguintes condiç58s, para 
m e n em N e p e q em JR , 
• 
seja satisfeita 
< m o < s < n ' 1 < p,q < 00 [ 1 I 
-
< m o < s < n , p " 00 1 < q < 00 
' 
[ 2 I 
-
< m o < s < n , 1 < p < 00 q " 00 [ 3 I 
< m o < s < n' p q 00 [ 4 I 
··6,1.2. Definição: Sejam A = (a,Sl, R = (rn,n) e Q = (p,q) sa-
,tisfazendo uma das condiçÕes 6.1.1. (1), 6.1.1. (2), 6.1.1. (3) 
:ou 6.1.1. (4). Definimos X(A,R,Q) como sendo o conjunto de to 
;dos os elementos f E X tais que 
62. 
k = (1,
1
,k
2
l c O- {[0,0)}. e onde Quk -- [pk 1 ,qk 2 l (aqui idGn-
tificamos [p,Ol com p e [D,ql com q). 
6,1.3. Proposiç~o: Os conjuntos X(A,R,Q) . sao sub8spdços do X 
e s~o completo~ sub a norma 
ou seja 
~ 
kCO 
kf[O,fl) 
d 1/p 
......§.} + 
5 
dt i/q 
-} 
t 
[ 1 ) 
{ [ ls-at-illl[sisl-I]m[Titl-:ij ntlllpdsj dt} f~ f= q/p 1/q o o s t 
com as modificaçÕes habituais no caso i~finito. Ainda mais, 
k m k n 
no lA 1 A 2 lC XlA,R,OlC X 
k€0 10 01 
Demonstração: Obviamente 6,1,3 (1) define umd norma em 
( 2 ) 
X(A,R,QJ. Mostremos, então, que os espaços X(A,R,Ql sEJa com-
pletos, Restringiremos a discus~ão ao caso 1 < Q < m; os de-
mais são mais simples. 
' 
'-
6 J. 
Suponhamos que (~jlj seja uma sequ~ncia da Cauchy 
em X(f\,R,Q), Cumo 
( 3 ) 
uma sequência dG Cauchy em X, Portanto, existe f E X 
lim ]]fj-r]Jx" o 
j -7-00 
Ainda mais, para todo O< (s,t) <co fixado, temos 
s-lim 
j -7-CO 
s-lim 
j -+co 
-o [ J m s S(sl-I f. 
J 
t- S [Tl tl -i] n f . " 
J 
s-lim 
j~ 
-a-S- ]"]- Jn c m c t lsisl-I Tlt)-I fj"LS(ul-I] 
:e pelo lema de Fatou 
ds 
s 
< lim inf J: 
< 
dt 
t < 
[ - n T(t)-Ij f 
( 4) 
( 5 ) 
( 6 ) 
(7) 
( 8 ) 
( 9 ) 
' -
Assim, 
< [lim inf rls-at-Sjj[colsi-I]m[Titi-IJ"fj jjlp d
3
o]q/p 
o 
Novamente, pelo lema de Fatou, obtemos 
< lim inf J: 
d q/p 
s
3 J 
[i 4. 
I 1 1 I 
Do (8), (9) e (11) concluimos que f e X (A,R,Q). Resta mostrar 
que 
1 i m jj f . - fjj A R O " O 
j-+oo J ' ' 
11 2 I 
Dado E > O, lõ!Xiste N E N tal que 
• 
' --
G 5 • 
llf.·f liA R n <E 
l J ' '"-/ 
I 1 3 I 
para todo i,j > N. Consequsntsmsnte 
I s -a t- B 111-S I s I -I] m [r I t I -I l n I f . -f . I li I d 5 Imo p - - J 1 J s I 1 4 I 
Jwlt-BII[Titi-I]n H.-f. I IIJq o J J I 1 5 I 
I 1 6 I 
Aplicando o lema de Fatou, da mesma forma como antes, com 
j + oo, temos: 
11 71 
I f .-fi IIJq dt < cq 
J t 11 B I 
I 1 9 I 
para todo j 2: N, o que demonstra (12) e portanto, X(/\,R,Ql . e 
um espaço de Banach. 
A desigualdade (3) demonstra a segunda inclusão em (2). Resta 
demonstrar a primeira inclusão em (2), Novamente consideremos 
GG. 
o caso 1 < o < 00 S~ponhamur.; que f c (lO 
kE 0 
Temos 
e > O [ 2 o ) 
e > O [ 21 ) 
De (20) e (21) concluímos quG 
[ 2 2 ) 
Analogar,-~ente 
Por outro lado 
[ 2 4) 
[ 2 5 ) 
[ 26) 
[ 27) 
De (24), (25), (26) e (27) segue que 
11 r [ J Jm[ Jn 11 m<n . m n m n 1_s s-I T(tl-I f ~ (M+1) mln(1,s ,t .s t J x 
[ 2 B ) 
6 7. 
Portar1to 
))+iiA,R,Q J
oo 1/ p 
, m-a. mprJs 
< jji[)•IM+1} { ls mHIII,s} } -} 
- o s 
l[[f[[•[i A~ 0 F[[l + .1M•1ln. 
J
oo -~ n dt i/q 
{
0
lt min(1,t)JqT} 
ioo foo q/p • 1/q m+n -ex - m n m :l pds· dt: IM<1l { [ lc t 8minl1,s ,t ,s t 11 -J t} o o s 
Como 
8 
Temos 
I 30 l 
6.1.4. Preposição_: Seja A' (a',8'l <A" (a",S"l e 
1 < o < 00 
XIA",R,olC XIA',R,ol I 1 I 
' 
fJ [\ • 
Mas ainda, para [] < A < f~ e 1 < R-< oo 
espaço denso de X(A,R,Ql. 
Demonstração: -cl.' -a" -B' -6" Como s < s e t < t para O< s,t < 1 
e O< A'=- (a',S'l <A"- (a",S"J temos 
{cs-a' 11 
{f: (t-S' 11 
' 
dt 11 q 
-} t 
d e 1/p 
--"') 
5 
d 1/p s} 
- ' s 
1/q dt-
-) 
t 
d t 1 /q 
-} ' t 
., 
dt 11 q 
-} t 
d q/p 
-"] dt 
11 q 
-} ' t s 
J
1 " 
< [[+ [[" { 
0 
ls-a [[ [slsl-I]f[[lP d 
1/p 
s } 
- ,. 
5 
d q/p SJ 
--s 
G ~l • 
dt 11 q 
-} 
t 
I ) m J1 S" dt 1_/q M•l , 11 r li • [ lt- 11 [Titl-I]nt[[lq-fl " 
(a'pl i/p n 
(M+1 )rn 
(a:'pl"l/p 
( M+ "1) n 
(6'ql 1 /q 
< (i + 
J
t B" { .lt- 11 [rltJ-r]nt[[lq dt 
1 /q 
-} 
t o ' 
( M+ 1 l n 
" I S'ql t/q 
d 1/p 2.} 
s 
(M+1)m+n 
" I ' ,1/plil' \1/q o. p; qJ 
(M+1)m-fn 
" 'I 1 ) 11 f IL,",·.' ,n (a:'p]l)l(fj'q)1q r 'o./ 
Agora sejam f s X[A,R,Ol 12 (s,t) >O. Definimos 
f 
s 
-m 
s 
dv 
I 1 l 
I 2 l 
n 
Jt JtJs Js -m -n . s t ••. . .. SCu 1 + •• ,+u )T(v 1 + ... +v Jfdu ... du dv ••• dv 0 00 0 m n 1 m1 n 
li f li 
k 1 rn 1<. 2 n 
ObviamBflt8 temos que f st f: nD (A 10 r'\ 0 1 ) 8 
I\ CO 
-m m 
s !Sisi-Ii ft 
An f " t-n ITiti-IIn f
8 u 1 s t 
Para a e b fixado, temos 
du i/p 
-} ' 
u 
d 1 /q 
-"l 
v 
dv 1 /q 
--} + 
v 
~ 1/p 
~~} 
u 
7 [) • 
I 4 I 
I 5 I 
I 6 I 
1/q 
dv 
-} ' 
v 
f
b fro - - q/p 1/q 
{ [ lu av Sll[slui-IJ'"[Tivi-I]nlf-f .1111pduj ~} + 
o a st u v 
Visto que 
Temos 
{J:Iu-all [slui-T]mfll IP I 1 < [ [1 + 1 J 
-
I2 
( M + 1 l m 
a-a li f-f ot li < (apl/i/p -
{J: lv- 611 [Tivl-r]nrÍI lq I3 < c r1 + 1 J 
-
r, 
(M+1)n b- 611F-fstll < 1Bql 1 /q -
I + I + I 
6 7 B 
E_c;_} 
~i/ p 
u 
~1 1/q 
v 
7 1 • 
1/q 
dv} 
v 
171 
I 8 I 
I 1 o I 
I 11 I 
I 1 2 I 
I 1 3 I 
I 5 <(M+1) { [ lu av Sll [Siui-I]m[Tivi··IJnriiiP<J-"J dv} J
b-ra _ _ _ q/p 1/q 
o j o u v 
I 1 4 J 
' 
01+1) 
(~1+1ln+ 1 -B b 
(6ql 110 
-a - B 
o b 
(ap)i/p lSqJ 110 
11 f-f 11 st 
d 1/p 
--"l 
u 
72. 
( 1 5 l 
( 1 6 ) 
( 1 7) 
Como f c X(A,R,Q), dado E > O., podemos escolher a e b de forma 
que 1 1 , 1 3 , r 5 , 1 7 <E. Por outro lado, como llt-fstll -+0, 
quando [s,t)-+ (0,0), fixado_s a e b, podemo::> escolher s e t 
de modo que tenhamos 1 2 , 1 4 e 1 8 2 E, 
6,1,5. Observação: t fácil ver que, se f E X(A,R,Ql então 
S(s)T(t) f E X(A,R,Q) para todo (s,t) E: JR x1R e 
' ' 
ou seja, os espaços X[A,R,Ql s~o invariantes em relação ao se 
mi-grupo {S(sJT[t); (s,t) E JR+>JR+} e a restrição deste semi-
grupo a X(A,R,Ql define um semi-grupo aqui-limitado em 
L(X(A,R,Qll. Queremos determinar agora a classe das funções 
f E X(A,R,Ql para as quais a restrição ~ de clas~e (c ) 
o 
em 
L(X(A,R,Q) ), 
6 • 1 . 6 • Definição: Denotaremos o por X (A,R,Ql o conjunto das 
f E X(A, R,Q), tais que 
limlf S(sJT(tlf-fiiA R n ' O 
s-+0 ' '~ 
' 
t+O 
' 
73. 
·X 0 (A,R,Ql ~ um subespaço fechado 
mK
1 
nk 
de X(A,-R,Q) 
e ~ iguôl ao fecl1o de ~D(f\ 10 A01 2 J em X(A,R,QJ. 
Oemonstraç~o: Claro que X0 (A,R,QJ ª um subespaço de X(A,R,Q). 
Para provor que g fechado, suponhamos que (f.). seja uma so-
J J 
quência em X0 (A,R,Ql que convirja a um elen1ento.g pertencente 
o 
ao fecho de X (A,R,Q) em X(A,R,Q), Assim, dado 2 > O, exi.stern 
j E N e O > O tal que 
llt .-gll < C/2ir1e1 I 
J A,R,Q j > N 11 ) 
llslcJTit)f .. -f.IIA R n < E/2 
J J • •"i 
para O < s,t < O , 12 ) 
Portanto 
llslsJTitlg-giiA,R,Q < llslsJTitlg-SisJTitH.IIA R Q + J • • 
li S I s J T I t J f . -f .li , R n + li f . -v, li n n 
J J "• \'"" J A,f\,L/ 
< IM+1) llt.-giiA R Q + llslsJTitlf.-f.IIA R Q <E J ,, JJ,, 
para O < 
Afirmamos 
6,1,3(30) 
s,t < 8 e consequentemente X0 (A,R,Ql ~ fechado, 
mk nk 2 Pela proposição 6.1.3,nDCA 10
1 A01 JC X(A,R,Q), 
mK
1 
nK
2 que ()O(A 10 A01 lC X
0 (A,R,Q). Com efeito, de 
mk
1 
nk
2 
obtemos, para toda f E nDCA 10 A01 ) : 
llslslTitlf-fiA R n :5. CljiSislTitJf-fjl+lislslTitJAm f-A"' til+ 
' '"" 10 10 
+ IIS1slTitJAn0,t-A0n1 fll +li SlslTit)Am An f-A"' An til) 13) I 1001 1[JU1 
7 4. 
e a express~o da direita conver·ge para zero, quando 
(s,t) -Jo- (0,0), Resta é denso em 
(s,t) E- [O,oo) x [o,oo) .-+- S(s)T(t)f c X(/\,R,Ql 
§ fortemente continua e portant[J a integral 6.1.~. (3) existe 
no sentido de Riemann e 
para s e t suficientemente pequenos, Por outro lado 
mk 1 nk 2 f
5
+ c ~0(A 10 A 01 ), para todo s,t > O, 
6. 1 • 8. Corolário: O ~ubespaço o X [A,fl,QI e igual a X(A,R,QJ 
r a O < A • < R, 1 < Q < oo 
Demonstração: Segue imediatamente das proposiçÕes C.1.4(b) e 
G , 1 • 7 • 
6,1,9, Corolário: Para R (m,nl, temos 
o 
_ X (R,R,oo) C 1 I 
Demonstração: Como 
'-
e 
Temos que: 
eup ,-cll[s[cJ-r]'nfll·' 
O<~:><co 
sup t-n 11 [T[tJ-r]"rll' 
O<t<oo 
O<s<co 
O<t<ro 
Por outro lado 
lim 
t +O 
t 1-+D 2 
Donde concluimos que 
se f s 
' 
s 
I 5. 
Então (f.) e de Cauchy em X(R,f\, 00 ], Por (2) 
J 
Cauchy em X, paru I~ E O. Portunto 
mk
1 
nk
2 
A'íO A01 fj -r gk1,k2 
temos que f E 
Como o de-nso em X (R,R,oo], este..,_-, espaços 
iguats. 
7 [) • 
8 
sao 
6,1.10, Para concluir esta seçao daremos uma caracterização 
equivalente do espaço X(A,R,Q). Para tanto consideremos 
w ( s; f J 
m, o 
n l t, f 1 
o,n 
sup ( ll[slul-r]mfll I 
o<u<s 
sup ( II[Tl v I -r] nfll I 
o<v<t 
sup til [slul-r]m [Tlvi-I]nfll I 
O<u<s 
o<v<t 
( 1 I 
l 2 I 
( 3 J 
( 4 I 
l 5 I 
( 6 I 
m-1 H (s) - m /(rn-1): 
m 
j m 
I (-1)k(kl (s-1~/mlm-i 
k"'D 
SG j/m..:::. S S (j+1)/m, (j "O,,..,rn-1). 
77. 
( 7 ) 
A funç~o Hm goza das seguintes propriedades (Ver ·Pestre [2s] l: 
H (i) (O l o H(il (1) o o 58 i o 0,1, .•. ,m-2 ( 8) 
m m 
H(m-1) [s)=mm-1 j rn l:(-1 )k(k) 58 j/m < s < (j+1 l/m ( g ) 
m koD 
I: H ( s) d s 1 ( 1 o) m 
J1 H(i) (s)ds o o se i 1, .. . ,m-1 ( 11 ) 
o m 
H m-2 H [ m-1 l função escada. o c e urna em 
m m 
Além disso, se {T(-i): O 2 t <=}é um semi-grupo de classe 
(C
0
) em L[XJ, uniformemente limitado por 1 e com gerador infi 
nitesimaJ A e se definirmos 
fo
1 
então 
H (s) (I-(.I-T(st))m]fds 
m 
para todo t c (0,"") e 
( 1 3) 
7 !l. 
6.1.11. ~roposiç~o:.Para O< A< R, 1 < Q (p,ql < oo, as se-
guintes normas s3o equivalentes 
li f li + 
I -a - S li + ls i.. Jl (s,t;f) n 2 m,n L"'(]i-) 
* + 
I 1 l 
li f li + + 
Demonstraç~o: r cla~o que a segunda norma e menor ou igual do 
que a primeira. 
Dado f E X, definimos 
m+n rn, n 
J'J' f [s,t)=(-1) H [u)H (vló tf dudv oo 00 m n us,v 
n Jo1 f o' t 1 • 0 is,tl~i-1) 
m Jo' Jo' t 01 is,t)~(-1) 
me mrnl H (u)H (v)ô t I-(-1) ó Jfdudv 
m n v ns 
. I, I 1 f~ 1 Cs,t)= H [u)H (vl[I-(-1]m O O m n ~m J [r-(-1)" ~n ]tdudv us vt 
Temos, para todo (s, t) E: JR 2 que 
+ ' 
8 
I !J • 
f (s.tlt::X::X 
DO 00 
f ( t) (')O(Ak,rnflk,n 1 11 s,· c k 1U '01 
e valem ao estimadas 
ll6mf (s,tl 11 < 2m 11+ (s,t) 11 
U 00 - 00 
ll6nf (s,tl 11 < 2n llt (s,tl 11 
V Oü - 00 
' 
< v
11 JJA 11 f ls ti 11 o 1 11 • 
m n 
u v 
Jjr ls,tJjj < J'J' ]H lu) H [v) Jjjll'"' 11 trJJ uuuv 
00 O O m 11 U5,V-
12 11 -i)C[cd f1 JH lvl J ]]11 11 tjj du 
0 n us 
80. 
5 '"JJ A~ 0 f 11 I 5, t Jjj 
m m r. < m'"- 1 L lj lj-rn ]H ls21 11111~ [I-I-11 11 6 11 JF]]dv 
. = 1 O n J I s VL 
J m 
n-1 
< n n n f' I (j)j-n 
j =1 o 
m-1 n-1 ~ 
< m n " 
Assim, para O < u < s, temos 
' 
JH lu) 111 011 t 
m J I 
- m m J ji-1-11 6u
5 
fjj du 
n 
n m n 
"[")[")"-m.-njj6m iln t]J-r·d J l J l , , c.U V 
i= 1 J/Ul/V 
m n 
Portanto 
w (".f)< cmJijlt ls,till ,. smll An110 F ls,tlll ' m,o ~ oo 10 
I H I v I I 
n 
~n~ldv·' vt 
< CIT<I IJ
1
1H lullllom til du' 
o fll . us 
08558 modo. pela desiguald<JdBde Minkoi•Jski, temos 
B 1 • 
_, JJU 
c 
I cl 1 u I I 
m 
1 
m m 
L ljlj-m 11"-all 
j " 1 
Analogamente, temos que 
t."' Fll 11 * 
U - ' , I' ,, L 
* 
li t -Bw (t, flll 
o, n L q < c llt-
6 11 <fllll q 
I_* 
* 
Por outro latlo, pdra U < u < s e [J < v < t. tBmos 
tiL. 
Tomando o suprr.omo sobre (u,vl c [[l,.s-J x[o,t], obtBmo.r; 
'1 1 
w ls,t,fi<CI m,nl[f f [H luiÍj lvl[[[ ómlint+[[ dudv + 
m,n - l1 0 m n us v 
tTI m I 1 
Ilili-m [Hivl[[[ 
i= 1 o [I 
m 
l: 
i= 1 
n 
l: [~ll~li-mj-n[[ 
j "' 1 
llm +[[ du + 
us 
Donde, pela desigualdade de Minkowski 
11 
-o -íl 
s t W ls,tdl[[ n < 
m,n L"'-
* 
11 dudv + Q 
L* 
m m 
l:(ili-m 
i= 1 f 
1 
I H I v I I 
O n 
Ó n f [[[[ n 
s vt "' 
dv + 
n n f 1 
l: [ j I j- n I H [uI llls -a t -srr li~ I t" m f li 
j = 1 O m J n us 
m 
l: 
i= 1 
' 
L* 
11 0 du + 
L* 
EJ] • 
Portanto 
I 
-a -8 11 ls t W (s,t;f) n 
m, n 1 "' 
( 5 ) 
De (3), (4] 3 (5) sq:;ue o rc.su1tado 
6,2. Os espaços de Banach X(A,R,QJ e sua relaç~o com espaços 
de :i.nterpolaçi:ío 
K(s,t;f) 
E 01 e 
e consideremos ainda o m6dulo da continuidade generalizado de 
ordern R = (m,nl: 
m n SI (s ,t ;f) 
m, r. 
. rn n m n 11 11 mln(Ls ,t ,s t J f + 
rn.in(1,tn)w (s,f) + 
m,o 
6,2,1. Lema: m n K(s .t ;f) 8 equivalente ao módulo de continuida 
Demonstração: f"lostremos que 
Consideremos uma dccomposiç5o de f da forma f L fk, onde 
k€ o 
[l 5 • 
m n ~ [c; ,t :fel 
m, n ~' 
e valem ilS estimadas 
Q (srn tn·-f J < 4(M+~ lrn·en li-F 11. 
m, n ' ' o o o o 
i 1 I 
n m·l 11 m'n mil m 11 (M+1) sI f10 +(M+1) 5 /\10f10 
i 2 I 
Analogamente 
( 3 I 
14 I 
Portanto: 
• 
Logo 
0c 
m,n 
m n rn+n m n (s ,t ;fl < 4(t"l+i) K[~J ,t ;f) 
· m n m n Mostremos agora que K[s ,t ;f) <C 0[s ,t ;f). 
(s,tl > 1 
Como f 
00 
X, temos que .K{sm,t 0 ;f) < lltll 
Assim 
< li til X . <n n m n 11 11 m:tn(1,s ,t ,s t ) f 
o < 5 < 1 < t 
. m n m n 11 11 < C ( ml n ( 1 , s , t , s t l f + 
min[1,tn) w o(s,f) + 
m, 
min(1,sm) w0 (t,f) + w (s,t;f) ,n rn,n 
f\6 • 
3 <{ c(]~:; o : l)_ < t < 1 < s 
Análogo ao casD n 9 2 
49 Caso: O < 6,t < 1 
Dada f E X, consideren1oS novaments a decomposiç~o f 
onde 
1 1 
f [s,tJ~(1lm+nJ J 
00 o o 
H (uJH (vl 
m n 
_6m' n f 
us,vt dudv 
f 10 1c,t)el-1lnJ'J\ lulH lvl~nt[I-I-1lm~m ]f dudv 0 0 m n v· us 
L- m m l c- n n J H (u)H (v) I-(-1) _6 1-(-1) _6 t f dudv m n us - v-
Valem as estimativas 
li f I s, t l 11 DO < C(m,n) w m,n [s,tJfJ 
llf 10 1s,tlll < C (m, n l 0J o,n I t: f J 
llf 01 1s,tlll < C(m,n) w m,o I s, Fl 
Q 7. 
Zfk{tl, 
k E[~ 
llr 11 1s,tJII < Clm,nJ llr 11 
Assim, 
-m 
< C(rn,nl s 
-n 
< C(m,nlt 
Ú) ( s' t; f l 
m, n 
w (s,t;fl 
m,n 
-m 
< C[m,nJs w (s;fl 
r:l,O 
-n 
< l.[m,nlt w [t;fl 
o,n 
-rr: -n 
< C[m,nls 't 'w Cs,t:fl 
m, n 
< clw [s,t;fl+sm w (t,f) + w (s,t;fl + 
-m,n o,n rn,n 
m 
+ s w (t,f) + w (s,t;fl 
o, n m, n 
' 
oe. 
m 
sw (t,f) 
o,n 
• w [s,t,fl] 
m,n 
min(1,sm) w (t,f) 
o,n 
+(JJ (G,t;fl] 
m, n 
D9. 
Estamos agora em condiç5cs de estabelecer a rela-
çao entre os espaços X(A,R,Q) e os espaços de interpolação de 
Fernandez. 
Cons~deremos a fam!lia admissivel E 
E k como definido anteriormente, 
6,2.2. Teorema: Para O < A "' (o:,8l < R = (m,nl, com (m,nlE:NxN 
e 1 < Q = (p,q) < co, temos 
XlA,R,Q) l 1 ) 
onde 8 "' A/R = (o:/m, B/n). Além disso, para X(A,R,Q) temos as 
seguintes normas equivalentes: 
li f li • .lls ~ 0 li 6 ~til li p 
L* OR l 
• llt~ 0ll6~tllll q • 
L* 
[ 2 ) 
li f li ' I -a I s w ls,flll P rn, o L 
lls-a/mt-:3/nKis, t!flll Q 
l .• 
* 
11
" __ -a/mt-B/n 11 
_ Jls,t;uls,tll Q 
- L* 
onde f fu(s,tlds/s dt/t 
~lu. 
I 3 J 
( 4 J 
I 5 I 
Demonstração: A eqtrivalência das normus (2) e (3) já foi de-
monstrada em 6.1.11, assirn como a equival~ncia entr8 (4) e 
(~ l seguo da equival~ncia dos mêtodos J e K. Mostremos ent~o 
a equival~ncia entre (3) e (4). 
Primeiro mostraremos que (4) < (3), Como 
' G"' (8 1 ,~.;_, 2 1"' (a/m,S/nl, obtemos 
-e -e 
-- 1 2 lls t Kls,t;flll 
11 
-a --B n 
s t min(a,t)w (s,fJjj n+ 
m,o L"-~ 
* 
" C' [c llfll < C01 lis-a w ls.flll ao m,o Lp 
* 
Reciprocamente, temos que 
< Q-L, 
-me -ne 
1 2 m n li s t ri (s,t;f) Q 
m,n L 
. * 
-me -ne -me -ne 
lls 1t 2min(1,t"Jw (s,f) li Q < lls 1 t 2n lsm,tn,f) 11 Q 
m, o L - m, n L 
* * 
-me -ne 
lls \ 2w ls,t,fl 11 Q .S. 
m,n 
L* 
Como 
91. 
92. 
-m0 1 -ne 2 . m n m n 
s t mln(1,s- ,t ,s t J 
-mEl -nG 
1 . m }{ 2 n } 
"' { s mln ( 1 , ~ ) t min C 1, t J 
temos que 
c [ li f li 
-me 
+lls 1 w [s,flll 
m, o Lp 
-n8 
+llt 2 w lt,flll 
o, n L q 
* 
-me -n8" 
+ 11 s 1 t w ls,t,flll 
m, n 
< 4CIIs-.m8't-n8" Kl m tn f) 11 
s ' ' Q 
L* 
Ou seja 
-e· -e" 
c li s t 
* 
+ 
+ 
93. 
CAP!TULO VII 
APLICf\ÇCJCS 
Neste capitulo final p1·ocuramos Cilracterizar os 
geradores infinitesimais dos s~Ini-gru~os biparam~tricos das 
Translaç5es, de Gauss-Weierstrass e Cauchy-Poissor1, ~ luz da 
teoria desenvolvida no capitulo I, o que permite visualizar 
de forma concreta a estrutura abstrata l~ introduzida e ana-
lisBda. Alªm disto, relacionando os resultados obtidos com o 
trabalho de K~hnen [21] (Veje observaç~o 1.15), obtemos alguns 
resultados de reeularidude. 
7.1. O Semi-grupo das Translaç6es 
No que segue, denotaremos por U C B (JR 2 l o espaço 
. ~2 
vetorial das funçoes reais definidas no~' que são uniforme-
mente continuas e limitadas, munido da .norma do supremo. Este 
00 
espaço tem a funç~o de substituir o L 
Utilizaremos os seguintes notações: 
al f indica que a integral é tomada sobre a reta; 
b] Jf indica que a integral ~ tomada sobre o plano; 
e T~f(x,yl=f(x.y+k) indicam as transla 
ç6es na primeira e segunda vari5vel, respectivamente; 
1 d) Llhf(x,y)-"'f(x+h,y)-.P(x,yl 2 e 6kf[x,y)=f(x,y_+kl, as diferen-
ças na primeira e segunda vari~vel, respectivamente. 
ou 1<p<oo Definimos as 
' 
-famflios ds ·oparodores 
[sCel F] (x,yl f(x+s,yl ss[o,w) f c: X 
[TCtlf] (x,yl f[x,y+t) f c)\ 
7.1.2. r'roposiç[w: (\;:, fomíUas do opGrddorcc; {S(s); st:[o,oo)} 
e {T(t); tE[O,mJ} s~o s·smi-grupos do controç;o unip~ram5trico 
de classe [C ) ern L(x). 
o 
Oemonc:tração: p 2 Consideremo":; X -= L. [!;-\ ) , 
"' 
1 < p < oo e a fa~flia 
U C B(JR'') 8 mais simples. 
Obviamente, os o:Jeradores considerados são lineares. Al~m dis 
so 
llscsJFII P 
L 
ou seja 
llsCslll T 
I I 
TI p { I S(s)f(x,yldxdy} 
TI p 
[ PdnJy} !I tI i p 
L 
As conJiç~es i) e iil da definição 2 do Ap~ndice sao trivial-
mente satisfeitas. 
Também temos que 
llsCslf-tll f ' T I { J ltCx•s,y)-f(x,yl l 0 dxdy} 0 
converge para zero, quando s + U, pela contir1uidado da norma 
I' L • 
Resultados an~logos valem para a famflia {T[t); 
O< t < oo}, das translaç6e~ na ssgunda vari~vel. 
7.1.3. Observemos ainda que an fanlÍlias consideradas sao cornu 
tativas, isto 8, para todo s e t em 
SlslTitl T ( t l S ( s l 
Portanto, se definirmos 
ou seja 
U(s,t)f T(t)S(s)f 
ent~o, pela proposiç~o 1.1.4 tomos: 
r·u = J • I. • temo~ 
7.1.4. Propo_sição: A famflia de operadores {U(s,t); s,tc[U,m)} 
~ um semi-grupo bi-param~trico de classe I c I 
o 
Queremos agora caracterizar os goradores infinitesimais dos 
semi-grupos {S(s); O< s < =}, {T 2 (t); O< t < =} e 
{U(s,t); O < s,t < m}, 
7.1.5. Definição: Dada f E X, se existe g E X tal que 
' 
lim h ~ 1 [<F··fl -r,ll " ll 
Ir~ o 
g 6 • 
diremos que g e derivada parcial no sentido forte, ou na nor 
ma X, du f em rel~ç5o ~ primeira vari6vel. 
7.1.6. Oefiniç~o: Seja G um dominio do 1~ 2 e [ 00 ('GJ 
c 
o conjunto 
das funç6es ~ infinit~n1ents diforenci~veis e com suporte com-
pacto em G. Diremos que g e a derivada no sentido de Sobolev, 
ou no 6Bntjdo fraco, de f com relaç6o a vari~vel x 1 se a1nhas 
as funç~es f e g forem localmente intogr~veis em G e 
dx = 
para toda ~ s 
7. 1. 7. F'roposiçi:ío: 
p 2 Se f s L (]R l tem derivada -a direita no sen 
tido forte em rolaç6o ~ vari6vel x, ent~o f tem derivada no 
sentido fraco em rulaç~o a x. 
Oemosntração: p 2 Supo~hamos que exista g c L (m ) 
liml!h~ 1 1T~f~fl~gll" O 
]1-+0 
L h f . f f f (X , y) h- 1 ( l _h ~J ( X , y ] - 1/J( X , y ] ) d X d y 
tal que 
111 
I 2 I 
Temos que Lh e um funcional contínuo em Lp[m 2 J para todo h > O 
e toda ljJ E 00 C I G I • 
c 
Por uma mudonça de v~ri~vsis, temos 
Como 
converge parH zero, qu.::JnJu h -r O , sep;uc por [ 2) que 
lim 
h->--0 
• 
De fato 
e a Última 
L f h JJ-r(x,·yJfJ 1 
-expressao converge 
Por outro lado, por (l) e (3) 
1 im 
h-+0 
+ 
De fato 
• 
lj!(x,yldxdy-
para :::.:-Gro, quando t-1-+ O • 
• 
O I • 
13 I 
I 5 I 
JJ 
rf -1 1 ILhf- olx.yl~lx.yldxdyl_<_j lt1 lchflx,yl-fix,yl I i~lx.yl ldxdy 
- 1 1 I 
< li h lchf-fl-gll p I ~11 P' 
· L L 
e estd Cltimo sxrlrsooQO converge p~ra zero, quando 
00 
Fin<Jlmente, por (t!J o (5) e pnr-,, ~I C c . 
c 
tcemos 
fJ flx.y) 3\jJ -- (x,yJdxdy ·· a x 1 r 
r . . 
- Jjg(x,y)~J(x,yldxdy 
!l [:\. 
No que ~Ague, desempenhar~ um papel importsnte o 
cl~ssico teorema de Sobolev-Nikolsky, que ~r1unciamos a seguir. 
7.1.8. Teorem~: Sejam f e g funç6es locdlmente integr~veis em 
om Para que g· seja a derivada de f, no sen~i-
do fraco, em relação a x 1 em G ~ necess~rio e 
". . . SUTlClen::<; que. 
para todo retGngulo fecl1ado fi'" [a 1 ,b 1]x[a 2 ,b. 2 ] contiGo em G 
seja possivel redefinir ·F, se nocoss~rio, em um conjunto do 
medida 2-dirnerJsiunal nula, tal que a funç~o modificada f seja 
represent~vel sob a forma 
f (X) f [.x 1 , y l + J
x
1 
À[y) glt.y)dt 
a, 
Noteçiw: 
Observemos que tudo o que foi dito em relaç~o a primeira v3-
ri~vel, vale, obviamente, para a segurlcla variável 
7.1.9. Proposiç~o: Os operadores AjO e A01 , respoctiva~ente, 
geradores infinitesimais dos semi-grupos {Tj (t 1 l :O..:::_ t 1 < w} 
e {T 2 Ct 2 J:O .:::_ t 2 < m} tem por domínios: 
{fEX: f S AC 10 ii~ 2 l lnc Óf o"'-sx} oXj 
I 
e allim disso 
DBrnono;tração: 
r s Ac 01 rm 2 J 
] (l r_; 
e 
e 
Consideremos X 
'f A f oo 01 d X 2 
X = U C Bl1l 2 J a demor1c;traçÕo e maic-; dirr1ta. 
s xl 
Suportllamos quG f C 0(A 10 J. Ent~o existe g E X tal que 
lim 11 s- 1 ISisJ-Ilf- 011 
s-~o 
x=lim 
s+O 
o 
Portdnto f tem um~ derivad~ parci~l (~ direita) orn relaç~o ~ 
variiivel no sentido forte. Pela propo~ição 7.1 .7, 
derivada parcial em relaç~o a vori6vel x 1 no sentido fraco. 
Logo, pelo teorema 7.1.8, f e localmente absoluta1nonte contf-
nua om relação o vuriávol ou <>eja, f tem uma representa-
-çao na forma 
f (X) À I y I g(t,yldt 
e 
Reciprocamente, snt~o da igualdade 
h- 1 [Thflx,yl-f[x,yl I-D 1 f[x,y)=h-l J:D 1 (Tuflx,y)-f[x,yl Jdu 
• 
··-· 
1 o l_l • 
S8[:';U8 i meU i a t anw n te df quo -f E O(!\ ) ~J A "' ---
11J 10-F dx
1 
Areumentos inteira1nente anfilDEDS caracloriz~m 
A demonstraç5o estJ completd. 
Agora ~ imedi~to vor que 
7.1.10. Proposiç~o: 
r 1 J 
-
o
1
f E AC 01 (ffi 2 J 
12 I 
8 
ondR D. 
J 
d/dx. . 
J 
Seja, agora, A11 o gerador infinitesimal o se::11-
grupo biparamétrico 
[uis,tlf] (x,yl f(x+s,y+t) 
• 
1 o 1 • 
segundo a definiç~o 1.?.5. 
7.1.11. Oefiniç~o: Sob as mesmas hip6tsses da definiç~o 7.1.6, 
dizemos que g = O f no 1 2 
00 
para toda ljJ E c . 
c 
7.1.12. Definição: Sejam 
sentido fraco, se: 
dxdy 
7.1.13, Proposição: Temos 
Demonstração: a} Se f E Y, temos 
[1 o J 
Donde, dividindo ambos os membros por hK, pela continuidade 
bJ Suponhamos que f E D(A 11 l. Então existe g E X tal que 
lim 
s+O 
t-+0 
' 
1 o 2. 
Seja ~~ c w C ( G )_ 
c 
e h,k > O. Definimos 
11 ) 
Temos que L(~.h.kl e um funcional continuo em X 
para todo h,k >O e toda$ E C (GJ. 
c 
Por uma mudança de vari~vcis, temos 
LI,P,h,k)f 
Então 
I 2 J 
e como o segundo membro desta desigualdade converge para zero, 
quando h,k ~o+. segue que 
-1 -1 2 1 lim.ll h k 6,,6h,P - D 2 D 1 ~ li ro n h+D '' ' 
k+D 
lim L(qJ,h,k)f 
h+D 
k+D 
Por outro lado 
fJflx,yJ fl axay Cx,y) dxdy 
lim L(.ljl,h,k) 
h+O 
JJg(x,y)~(x,yldxdy 
k+O 
De fato: 
' 
I 3 J 
( 4 ) 
1 o 3 • 
f f ff I -1 -1 2 1 IL!f,lo,klf- glx,ylflx.yldxdyl! h k 6k6hflx,yl-elx,yll l'ix,yl ldxdy 
e a 
e 
Última -expressao converge para zero, quqndo h,k-+ O. 
De (:1J e (ti) concl.uilnos que 
Jfrlx.yl (x,yldxdy ~ JJ~(x,ylW(x,yldxdy 
Logo o12 f existe no sentido fraco e 
A11f = 0 z' 1 . 
Sejam, agora, 
( • q. d. 
7.1.14. Proposiçôo: 
Demonstração: Dada f E 2, sejam 2 Kf Kf CKfJR , Kj compactos 
tais que 2 UK. = JR e f = 
J 
Então, fj E Lp(JR 2 ) e 
' 
o 
Como O f o Lp(JR 2 1, 12 o 
lim 
j-+0 
1 o '1 • 
em 
então e . 
o 
Portanto, basta provar a proposição para as fun-
-çoes de suporte comp~cto. 
onde 
Seja então, 
1/c exp-1/(1-lxl 2 1 
p (X I 
O senao 
c J 
2 
exp -1/(1-lxl 2 1dx 
lR 
Façamos 
-2 p C.xJ "" E: p(.x/E) 
o 
e consideremos gE = f*Ps. 
I X I < 1 
S b o C
00 
CJR 2 I f a emas que g L c e que gE converge para 
p 
em L , 
Tambêm, gE canvergQ para f em Z pois 
1 o 5 • 
llr•r -·PII • llo lf*P 1-D fi! E X 12 E 12 ~ 
llr.P -fll + lio f•P -0 fjl E X 1 2 E 1 2· X 
converge para zero, quando E ~ O. 
7.1.15. Proposiç~o: D(A 11 J e fechado em z. 
I 1 I 
Seja f E O(A 11 Jz. {ntão existe (fjlC 0[A 11 l tal 
que f. converge para f em z. Portanto, (f.) é de Cauchy em Z 
J J 
e nor (1) é de Cauchy em orA 11 l. Como DCA 11 1 é completo seguG 
que fj converge paragem O(A 11 J. Portanto 
llf-g 11- < llr.-rll z - J . z + llf -g li J z 
converge para zero, quando j +ao Logo, f 
é fechado em z. 
7.1.16. Corolário. Temos 
Combinando a proposição 7.1.10 com a observação 
1.2.10 obtemos o seguinte resultado de regularidade: 
\li 
1, •• 
1 o[) • 
7.1.17. Proposiç~o: Seja X= Lp(N2 J. 1 < p < oo Se f E X e tal 
que 
f s I 1 I 
[ 2 ) 
I 3 J 
Então: 
f ( [ 4 ) 
[ 5 ) 
16) 
Observemos que o dado interessante fornecido por 
esta proposiç~o ªapenas o item (4), em especial, a garantia 
da exist~ncia de o 2 f, pois, com a exist~ncia de D2 f e as hi-
póteses (1). (2) ·e [3) as propriedades (5) e (6) podem ser de 
monstradas facilmente de forma direta, 
7.2. O Semi-grupo de Gauss-Weierstrass 
7.2.1. Seja X= Lp(m 2 J, 1 < p < =. Con~ideremos as integrais 
parciais de Gauss-Weierstrass de uma funç~o f E X: 
[w 1 islf] lx.yl -1)? f (4rrsl ·- JR f(x-u,yl 11 ) 
' 
2 
o [4rrt)-1/2 I -v /'lt f[x.y-v)e dv 
. lR 
Co'nv8ncionemos que \t./. (OJ "'I , (i=1,2). , 
1 o 7 • 
[ 2 J 
7.2.2. PrOJ?.~=-~iç(JO; As famílias de operadores {t>./1 (sJ: o::_s<oo} e 
{W 2 Ct): O~t<oo}s~o sGmi-grupos de contraç~o uni~~ramªtricos de 
classe (C 0 ) em L(X), com geradores infinitesj.mais A10 e A.0 1 , 
cujos domínios sao 
2 a t [ 1 ) 
e 
D~f c X} [ 2 ) 
onde as derivadas em (_:J) e (2) sao tomadas no sentido de 
Sobolev. Além disso 
[ 3 ) 
e 
[ 4 ) 
Demonstraç~o: O nGcleo de Gauss-Weierstrass 
[GW) w Ls, x) -1/2 2 (.4Tis) expC-x ./4s) 
satisfaz a~ seguintes propriedades 
I GW1 J w(s,xl > O 
para todo s > O 8 x E JR; 
I GW2 J JJR w(s,xldx "" 1 
IGW3J f w(s,xldx +O , 
lxl>ó 
para todo ó > O, 
qdo. s -+ O 
' 
I GW4 J wCs+t~·l w(s;•) * w(t;·l 
Como 
1 O B , 
Segue imediatamente da propriedade (GW4) e da associatividade 
' do produto de convolLJÇ~O que 
Além disso, segue da desigualdade de Young que 
llf I~ li f llx 
Ou seja, para todo s > O, temos 
1 o 9 1 
As proprioclades (GW2l e (G~I/3) rJizern exatamente que o nÚcleo 
de Gauss-Weierstrass e uma aproximaç~o da identidade. Portan 
to. 
lim 
s+O 
' 
llw 1 1slf-tll" o 
-Assim, as propriedades da definição 1.j .2. sao verificadas. 
Para caracterizar o domínio do g8rador infinitesi 
mal consideraremos alguns resultados preliminares. 
7.2,3. Lema; Temos 
I 1 I 
I 2 I 
e 
13 I 
para toda f E 
Demonstração: Seja f E e façamos 
-2 } 2 f(x,y,t.).=t. {f[x+E,y)+f(_x-E,y)-2f(.x,yl -o 1fCx,y) 
se E f O e f(x,y,E) = O, se E = O. 
Temos qu8 J.lf(•,•,Elll. é urna função contínua e limitada de E. 
11 o • 
De fato 
I
EIE 2 f(x+E,y)+f(x-E,y)-2f(x,yl= o
1
fCx-E+u+v,y)dudv 
. o o 
Donde stogue que 
-2 2 I~ {f(x•E,yl•f(x-E,yl-2f(x,yi}-D 1flx,yl I~< 
-2 IEoiEoll E D~f(x-E+u 1 +u 2 ,yl-D~(x,yl llxdu 1 du 2 
converge para zero, quando E ~ O, pela continuidade da norma 
A continuidade e a limitação, fora da origem, sao claras. 
Observemos tamb~m que 
_, I I z s { W 1 ( s lf [x, y I -f ( x, y I } -O 1 f( x, y I 
( 16 ~ 5 3 1 -112 I-2 8 -E 2 /4s 1 1 " c. f x,y,E de 
De fato: 
f(x,y,E)dt: 
=C1B1Ts3)-1/2 I 2 -E 2 /4s{ -2 E e E [f (X+ E • y l +f (x-E ' y ) - 2 f Cx. y l J -o~ f Cx ' y ) } dE 
-1/2 I -E 2 /4s -1 [ J 3 -1/2 Z I 2 -E2J4o 
=(4Tis) e E f(x-E,y)-f(_x,yl dt:-('J61fs l o
1
f(x,y) E e ~d 
-1/2 -E /4s -1 2 I 2 =(4nsl e s [tlx-s,yl-f(x,yl]do-0 1 f(x,yl 
111 . 
Portanto: 
2 
-1 ] 2 3 -1/2I 2 -c /4s 11 s r", [s)f-f -o,-rllx ::_ [1G1TC I E e llt[x,y,sJIIx de 
< n ' 
c [ 1-1/2 
2 TIS f 
2 . 
exp(-s /4slds 
ls >6 
< 2n 
para ó e s suficientemente pequenos. 
7.2.4. Lema: So O~f existe no sentido de Sobolev e sst~ em 
p 2 -L (]R J, entao 
r 2 JR 
[w 1 [t)O~f] [x,yJijJ[x,yldxdy"I f[x,yl[t' 1 ltiD~iJ!] 
JR2 
para toda 1jJ E C00 (lR 2 J. 
c 
Demonstração: Seja g. Por hipótese tem o que 
JJg(x,yl (x,yldxdy = Jff(x,y)D~f(x,yldx~y 
Temos: 
fJ [w1 [tlg] [x,ylljJ[x,yldxdy" I IgLx,yl ['!1 [tlij!] [x,yldxdy 
(x,yldxdy 
-1/2 -~ /4t 
J 
2 
""'ffg(x,yJ{(4Titl Rlj)(x-u,y)e du}dxdy 
-1/2 -u /4t I 2 II "[4~t) e { g[x,y)ljJ[x-u,yldxdy}dt 
11 2 • 
-1/2f -u
2
/4t ff 2 
- (4Htl e { f~x,ylo 1 ~Cx-u,yldxdt}dt 
ff -1}2f 2 -u2 /4t o flx.yi{l4rrtl o 1.~rx-u.y)o dt}dxdy 
" f Hx,yl [wCtiD~~'J lx,yl dxdy 
R2 
Estamos agora em condiç5es de caracterizar- o dom!nio do oper~ 
Suponhamos inicialmente que f· E DCA 10 J e ·observemos que, pelo 
Lema 7.2,3, temos que pdra toda tjJ E C00 (JR 2 ) e 1 < p' < ro 
c 
lim 
s+O 
• 
Como f E DCA 10 J, existe g E X tal que 
lim 
s+O 
• 
Portanto: 
o 
o I 1 I 
f tjJ(x,yJg(x,y)dxdy ~ 
:112 
lim 
s+O 
• 
f ,- 1 { [w 1 lei f] lx,yl-flx,yl}~lx,yldxdy 
:112 
I s I 
I JJ s -J { [w1 I elf] lx, y I -f lx, y I}~ lx, y I dxdy- JJ g lx, y I~ (x,y I dxdy I < 
.:'_ Jfl ls-1{[W1 1slt] lx,yl-flx,yl}-g(x,yll ~lx,yll dxdy 
-1 fi P' 1/P' < 11 s rw1Cslf-fl-gllx. { l~dx,yll uxdy} 
e a Última expressao 
Por outro lacJo 
converge pard zero, quando s + O • 
' 
I -1 s {[w1 Cslf] (x,yl-f(x,yl}lj;(x,yldxdy" R2 
1 1 :J • 
I f[x,y)s- 1 { [c~1 [slf] (x,yl-Hx,yl}dxdy (6) ~ . 
R 
De fato: 
fi s - 1{ [111 (s)~(x,yl-f(x,yl }lj;(x,yldxdy 
= JJ s - 1 [1,11 (slf] (x,yll/J(x,yldxdy-s -
1 JJ f(x,y)l/J(x,y)dxdy 
-1 -1/2 ff f -//4s · -1ff s (4TTs) { f(x-u,y)e du}~;(_x,y)dxdy-s f(x,yll/J(x,y)dxdy 
-1 -1/2f ff -u2 /4s -1If . s (4Trs), { f(x-u,y)l/J(x,y)e dxdy}du- S f(_x,yh)J(x,yldxdy 
-1 -1/2f ff -u 2/4s -1ff = s (4TTs) { f(x,y)l/J(~+u,y)e dxdy}dy-s f(x,yll/J(x,y)dxdy 
-1 -1/2f ff -u2/4s -1Jf = s (4Trs) { f(x,yl\)J(x-u,yle dxdy}du-s f(x,yll/J(x,y)dxdy = 
= s-
1 f {[•J1 (sl~] [x,yl-lj;(x,y)}f(x,y)dxdy 
R2 
Por (4) e pelo mesmo argumen:~o usado para provar (5) temos 
lim 
s+D 
JJ f( x, y) s - 1 { [w1 [s J,P] (x, y 1'·-lj;[ x, y I }dxdy" JJ f [x, y) D~lj; [x, y )dxdy [7) 
1 1 4 • 
Assim, de (5), (6) e [7) segue qu8 
Jf~cx,y)g(x,y)dxdy ~ Jff(x,ylO~~(x,y)dxdy 
Logo, 
Reciprocamente, 
- p 2 2 
suponhamos que f E L (JR ) , D 'f exista no sen-1 
tido de Sobolev e pertençu a Lp [JR 2 ). 
Façamos o2 f = g. Para todo S > O temos 
1 
If cf: w1 Ctlgdt] lt,yl~lx,y)dXdy o 
o J'{Jf[\<1 1tlg] lx.yl~lx.yldxdyldt 
o . 
fs {f f f 1 x , y J [w 1 1 t J o;~] 1 x • y J d x d y l d t 
o 
f f f I X ' y ) {f: o t [\·1, [ t ) ~ J [ X ' y ) d tl d X d y 
H~lx,y) [w 1 [s)f-f] [x,y)dxdy 
ro 2 
para toda W E C
0
(JR ). Portanto 
w1 ltlg dt 
g 
1 Ei, 
Analogamente obtemos a caracterizaç~o de O(A ]. 
. 01 
[ imediBto ver que: 
7.2.5. Proposiç~o: Temos 
{f XID 2 D21J2f X) E 1f. 2 1 E , I 1 J 
8 
I 2 J 
as derivadas em (1) e (2) foram tomadas no sentido de Sobolev. 
Além disso 
I 3 J 
8 
[ 4 J 
7.2.6. Observemos que as famílias 
{ w1 ( s l , o < s < oo J e { w 2 ( t J : a < t < oo} 
sao comutativas e que 
[ , 2 -1/2IJ. { 2 2 ) I<J1 CslW2 CtHj (x,y)"'(16n st) f(x-u,y-vlexp -(u /4s+v /4tl dudv 
1 1 () • 
Definindo 
\.J ( 5 1 t ) 
o~temos, pela propouiç~o 1.1.4: 
7.2.7. Proposiç~o: A familia de operadores 
{Wls,tl O < s,t < oo} 
e um semi-grupo biparamªtrico de classe l c I em L(XJ.. 
o 
Queremos agora caracterizar o gerador infinitesi-
mal A
11 
deste semi-grupo, no sentido da definição 1.2.S.Visan 
do este objetivo, consideremos os seguintes resultados preli-
minares. 
7.2.8. L81a. Se 1/J .E c:(JR 2 J, então 1jJ E 0(A 11 l e 
Demonstração: Suponha1noa que ~ E e seja ~[x,y,E,nl de 
finida por: 
(i) se E,f] ;l O 
11 I . 
(iil se E o, n c~ o 
(iiiJseE.:f-D,n o 
(iv) se E o. n o 
Observemos que ~(x,y,E,f1) e contínua como função de E e n e 
que 
(vlseE,r!D,niD 
(vil se 8 = o' n 7- o 
(viilsesiD,n O 
11 3 . 
Donde '=>egue, pela continuidade da norma Lpcu-~ 2 ) que, 
]jt/l(•,•,~::,nl]] convergG pélra zero quando E:,fl-+ O, ou qui..lndo 
E: "' 0 e n-+ 0, ou quando E-+ 0 e fl = O. 
Ou seja, jji)J[•, • ,c,n)jj é contínua na origem. Além disso, 
)]1./J(• ,• ,E,nl]j o uma função lirnitoda de. (E,n) em m2 . A limita~ 
çao desta funçáo ó clara em pontos náo muito pr6ximos aos ei~ 
xos coordenado:.> E,n. Assim, verifiquemos, por exemplo, a limi 
taç~o na proximidade do eixo E 
ll~l·.•,c,nlll < ll~l·.·,c,nl-~l·.·,c,olll•ll~l·.·.c,o]ll 
Mas [[~l•,•,c,nJ- ~l·,•,c,olll = o11l In+ Ol e [[~il·,·,c,Dl[[ 
á limitado para todo E JR. Logo, IIWC•,•,E,nJ.jj é limitada em 
Temos também: 
. 33~112II22 2 2 
=(256ns t ) E n exp(~E /4slexpC-n /4tllJ!(x.y,E,nldEdn 
Portanto: 
lls- 1 t- 1 [w 1 isl-r] [w 2 1tl-rH-o~o~~l[ < 
33-1/2ff22 cc2l < (256TTs t ) E fl 8Xp -45 [rJ! I',', E, n J[[ dEdn 
Pela continuidade da função /]lJIC•,·,t::,nlll na origem, dado 
• 
11 9 • 
6 > O, podemos escolher À > O tal que jjljJ(• •. • ,E,nl 11 < O se 
lcl<;ei~I<À. 
Sejam 
3 3 -1 /2I r 2 . 2 2 211 I (s,tl"'(256"ifs t l exp(-E: /4s)exp(-n /4t)E n 11 ~1 1 ~I<À; lci<À 
(• ,• ,c,nl li dcdn 
( ti I 6 3 3 -1/2I I 2 2 21 2 1,1 11 1 2 s, "'25 1Ts t J . E n exp(-E 4slexp(-n /<'\.t 1 1f(•,•,E,nl dEdn lni_"À lci<À 
3 3 -1/2I I 2 2 2 2 r4 is,t)"(256·rrs t l E n expi-e /4slexpl-n /4tlll~l·,•,c,nlll dcdn In I.:=_À I e I 2_À 
Mas, 
para todo s,t ~ O 
3 3 -1 I 2f I 2 2 2 2 < C(25Gns t ) exp(-E /4s)exp(-n /4th: n dcdn 
· lni2_À lôi<À 
2 2 
n expC-n /4tl dn 
-1/2 I 2 
:= C(4ntl expC-n /4tldn < 6 
lni>À 
para t suficientemente pequeno, Analogamente 
1 2 (J • 
2 
exp(-E /~s)dC < 8 
parLJ s suficie!ltemente poque11o. 
2 -1/2f 2 exp(-E: /4s)dE,(4nt) exp(-n /4t)dn 
In 1:9' 
para s,t suficientementB pequenos. 
Logo 
1 im 
s+O 
t+O 
B 
Jf{ [w 1 1sl-r] [w 2 1tl-I]fl lx,ylglx,yldxdy 
Demonstração: 
1, er1tão 
< 6 
1 2 1 • 
JJ . 2 -1/2 JJ. 2 2 . {[1G1r stl f(x-u,y-vlexp(-u /tJs-v /4t)dudv}g(x,y)Uxdy 
2 -1/2JJJJ 2 2 (16n stl f(x-u,y-v)g(x,y)oxp(-u /4s-v /4t)dxdy dudv 
( 1 Gnst l-112 I J I J f (x, y Jg ( x+u, y+v lexp ( -u2 I 4s-v2 /4'Ll dxdy dudv 
JJf(x,yl (IGTTstJ- 112 JJg(x-u,y-v)exp(-u2/4s-v2/4t)dudv dxdy 
Analogamente mostra-se que, para i 1,2, temos 
JJ [t·Ji (Ti f] (x,y)g(x,yldxdy " Jft(x,yl [wi (Tlg] (x,yldxdy 
7.2.10. Lema: Se g 2 2 D1 D2f, no sentido de Sobolev, ent~o 
Jf [wcs,tlg] (x,yJ~(x,yldxcly " Jff(x,yl [wcs,tlo;o~~J (x,yldxdy 
' 
para toda J.jJ E 
Demonstração: Temos 
1 2 2 • 
fJ [wlc;,tlg]lx,yH,Ix,yldxdy- fJEcx,yl [i,Jis,uviJ lx,yl dxdy 
f 2 -1/2 g(x,yl { (1filT 5tJ rjV!( x-u. y-v J l"Xp ( -u2 I L! s-i IH l dudv }d><dy J . 
(161TStJ- 112JJ 2 2 exp(-u /4s-v /4tl {IJ\j.l(x~u,y-vlg(x,y)dxdy] dudv 
"Jfrcx,yi{I1B ff 22 2 2 c1o2VJ(x-u,y-v)exp(.-u /4s-v /4t)dudv}dxdy 
Antes de enunciarmos o resultado principal desta seçao ohser-
vemos que o cálculo direto nos mostra que, para ·F E: 
temos 
7.2,11. Proposição: Temos 
I 2 2 {f c x o1o2 t c X} I 1 I 
8 
I 2 I 
onde as derivadas sao tomadas no sentido de Sobolev. 
Demonstração: Suponhamos que f E D(A 1. Observemos inici~l-
. 11 
manto que, pelo lema 7,2,0, para tod~ ~ E 
lim 
s·>-U 
t->-0 
Como f E O (P, 11 J, existe g [ X tal que 
lim lls- 1 t- 1 [w 1 (sl~I] [c1 2 1tl-I] t-zll LP 
s+O 
t+O 
Portanto 
12 3. 
temos 
I 1 I 
o 
f g(x,yl~(x,y)dxdy 
R2 
lim 
s-+0 
t+O 
I s-\- 1 [l<(sl-I] [ciltl-I]flx,yl~lx,y)dxdy 
R2 
= lim 
s->ü 
t+O 
~ 2 
para toda ~E Cci)R ), 
A f D21_022f. e 11 = 
Logo 
Reciprocamente, 
• 
existe no sentido de Sobolev 
p 2 
suponhamos que f E L OR ) , 
exista no sentido de SobolP.V e pertença a Lp OR 2 }. Façamos 
g 
Para todo par s,t > O, temns 
1 2 4. 
If cJ:J: Wlu,vlg dudv] lx,yl ~,(x,yl dxdy 
J:J: {JJ[wlu,vlgJ lx,yl ~lx,yldxdy}dudv 
"Jfflx,yl {[c·J1 1sl-IJ [w2 1tl-I]~l lx,yl dxdy 
"Jf~lx,yl {[t,1 isl-I] [w2 itl-Ihl lx,yl dxdy 
para toda 1jJ E: C 00 C1~ 2 J. Portanto 
c 
I:I: Wlu,vlg dudv 
A combinação da proposição 7.2.5. com a observação 1.2.10for-
nece o seguinte resultado.de regularidade, 
1 2 s . 
7.2.12. Propo:;ição: St<jil X"" tfOR 2 J, 1 < P.< co S8 f E X Éi tal 
que 
i) D~f existe (no s8ntido de Sobolev] e 2 o1 f c X 
i i ) (no se11tido de Sobolev) 2 2 e 0 2 0 1 f c. X 
Enttío: 
a I 2 o f 2 existe (no sentido de Sobolev) 8 
02 
2 f E X 
b I o2o2 f 1 2 existe 8 o
2o7 f 1 2 
020·2'" ~> 1 T f E X 
Novamente observamos que a conclus~o relevante 
desta proposição 6 o item al, pois, b) pode ser provado dire-
tamente a pQrtir de ii) e al. 
7,3, O Semi-grupo de Caucl1y Poisson 
7 " 3. 1 • S.e j a 
p ( z ) 
r 
P(r,z) 1 1 
·n 2 2 
r + z 
O < r < oo 
' 
( 1 I 
o nÚcleo de Poisson no semi-plano superior, Tornemos X = Lp OR 2 l, 
1 ~ p < oo, e consideremos as integrais singulares parciais de 
Cauchy-Poisson de uma função f E X, dadas por 
[v 1 (elf] (x,yl J P(s,ul f(x-u,yldu O<s<co ( 2 I 
J P(t,vJ f(x,y-v)dx O<t<oo,(3) 
,-----
1 2 t) " 
Convencionemoc:; que V. (0) = I (i -·· 1,2), ,J aplicaçi.io idcnt:ida~ 
l 
de o 
No que segue, considerernos ainda as ~r~r1sformadas 
parciais de Hilbert, do Fourier, a cunvulução parcial, dadas 
por 
H 10 t(x,yl 
1 I -f(u,yl du 14 I TI v. p. x-u 
H01 f(x,yl 
1 I f (X, V) dv I sI TI v. p. y-v 
F 10 t(x,yl 1'( 11 rx,yl I f ( U 1 Y l -iux du (c I .. 8 
F 01 f(x,yl i'( 21 rx,yl I f(x,v) e -ivy dv ( 7 I 
(f*gi(1J(x,yl I f(u,y) f(x-u,yl du I 8 I 
(f*~) ( 2 ) (x,yl I f(x,vl g(x,y-v) dv ( 8 I 
nos casos em que as integrais tem sentido e tambªm a transfor 
mada de Hilbert dupla 
1 
2 
TI 
f(x-u,y-vl 
uv 
dudv 11 o I 
7.3,2, Proposição: As famflias de operadores {V 1 Cs): O< s <co} 
e {V 2 !tl: O~ t < oo} formam semi-grupos de contraç§o unipara-
mªtricos de classe (C ] em L(X), com geradores infinitesimais 
o 
A10 e A01 • cujos dom!nios s~~ 
Além disso 
onde 
{f E X,H 10f c 
1 o 
-o H f 10 
Ar:1o m::: 
] [) c 
Demonstração: Observemos que o nÚcleo 
I 2 2) - -P(s;x) "'s/TI s +x e nao-negativo e, 
J P(s;xldx "' 1 
Como 
Temos que 
8 E X} 
e E X} 
de Poisson P (x) 
s 
para todo s > O, 
ou seja, v 1 (s) define um sBmi~grupo de contração. 
1 2 7. 
I 1 l 
I 2 l 
I 3 l 
I 4 l 
temos 
1 2 ti • 
A propriedade d8 semi-grupo de {V 1 (s): O< s <co} segue du 
equaç5o funcional de Cllapman-Kolmozorov 
O<s,t<oo , 
e usando a associatividade do produto de convoluç~o. 
A continuidade forte do serni-grupo na origem e uma . consequen-
cia imediata do fato do n~cleo de Poisson ser uma aproximaç5o 
da identidade. 
A caracterizaç~o do gerador infinitesimal resulta 
da composiç~o de uma s~rie de resultados parciaiss que passa-
mos a apresentar. 
a) f E DfA 10 J se e somente se existe g E X tal que 
v 
Além disso 
bJ f E D(A 01 J se e somente se existe g E X tal que 
Além disso 
-lv lr"lvl 2 
Demonstraç~o: Provamos es·te lema apenas paro p 1. QuCJndo 
1 < p < 2, os argumentos s;o essGr1cialmente os mesmos, mas 
devem ser tomados os devidos cuidados: 
a) Suponhamos que dado f s 0[A 10 J exista g-E X tal que 
lim 
s+D 
+ 
"1 lls [v 1 1sl-I]f-dl L- " o I 1 l 
Observando qua a transformada de Fourier do nGcleo de Poisson 
. 
e' 
" e 
-slwl (w EJR) 
temos que 
ls-! l~v 1 lsl -r] f-g)- lu, vl "S " 1 [e-sI u l-1] t" lu, v) -g- lu, v) 
Como lf"lu,vll < lltll 1 , para todo lu,v) 
lim 
s+O 
- 1 
s [e-slul_1]r"lu,v) 
de I 1 l 
Reciprocamente, suponhamos qu8 exista g E X tal que 
segue que 
1 :-1 u • 
Ent~o 
Jso e-tlul .I ldt g u,v 
Pela unicidade da transformada de Fourier temos 
V lslf-f 1 
Donde segue imediatamente que f E D(A 10 l e A10 f ~ g. 
7,3,4" Lema: 
p 2 Se f , g E L ffi J , 1 < p < 2, então 
I 1 I 
se e somente se 
I 2 I 
Demonstração: Por um lado, o lema segue da unicidade da trans 
formada na segunda vari~vel, por outro 
onde 
p. 
L 
u 
p• 
e L 
v 
tem sig11ificados ~bvios. 
F 10 g(u,v) I uI F f(u v) 1 o • o 
Então 
o que demonstra o lema. 
-7. 3. 5. 
. 2 
Lema: S8 f 1 g s L' ffi l sao tais que 
então 
- J:w g(t,y)dt 
e reciprocamente 
Demonstração: Da hipÓtese segue que 
Assim, 
tanto, 
se fizermos fy(x) f(x,yl. 
(-i sg s)f-(s) 
y 
temos que 
1 31 • 
Portanto, e e 
2 f E L (R) u Por-y 
ou !H~j a 
Seja 
M(x,y) = J:~ g(t,y)dt 
Então M - < e cont1nua na primtJira variável e 
lim M(x.yl O 
X ->- -oo 
Façamos 
q(x,yl M(x+k,yl - M(~.y) ~ Jx+k g(t,yldt 
X 
onde mk (z) = m(z/k) e m(w) = 1 se w E [-1,0] e m(ltJ) 
x t [-,1,0]. Portanto q E~ ORJ n,;~ primGira variável e 
-isx 
e dx 
f [Jx
x+k 
] -isx = g(t,yldt e dx 
= g(t+x,yl e ~ dtdx JJo
k -i•x 
J:J 
-isx g(t+x,y)e dxdt 
o S8 
1 J J • 
k 
- f o ~; 1 ]( s ' y ) ist o d t: 
( . )-1( isk ) - ( ) 
"' lS e -1 g( 1 ) s,y 
-1 isk I I _ · 
-(:is) (e -1) s f(
1
)(s,y) 
( . )(isk )- () = lsgs· e -1 f( 1 l s,y 
( i s k ) - ) 
-o -1) rH 10 f ( 1 ) (s,y 
Logo, pela unicidade da transformuda 
Seja rEm arbitrariamente fixado, então 
Mas, por outro lado 
I: qlx,yldx o J: [Mlx,k,yl - M(x,yl]dx 
Jkk 'r f1(x,yldx -I: M(x,y)dx 
1 3 i].. 
Então 
J
l\<r Jr 
k M(x,y ldx-
0
M(x,y)dx f
k•r fr 
- H f(x ,,)dx+ H f(x yldx 10 •J 1[) } 
k o 
COmo 
f
k•r 
k M(x,yldx 
k+r 
Jk H10f(x,yldx e 
convergem para zero, quôndo k ~ -m, temos que 
J:M(x,yldx 
para todo r E: JR. Logo 
para quase todo x, ou seja 
para quase todo Xo 
1 2 Reciprocamente, suponhamos que f E L [JR ) e que exista 
1 2 g E: L [JR ) tal que 
- J:oo g(t,y)dt 
Seja 
q(x,yl li 10 f(x+h,y) - H10 f(x,yl 
Então, 1 ( 2 q c L I L OR l em ' a primeira variávBl 
Assim, se fizr-;rmos 
r1Cx,yl "f(>;+h,yl- f(x,yl 
Temos que 
q(x,yJ 
1 n 2 • , 
eM c L L ORl, em relaçao a primeira variável. Assim 
Por outro lado 
. -1 i sh -
-(:t.s) (e -1)g(
11
cs,t) 
( ish_ 1 )f" 8 ( 1 l ( 5 • t ) 
De (1), (2) e (3) segue que 
7.3.6. Lema: Seja f E Lp(JR), 1 < p < 2. Então existe 
p 2 g c L (]R ) tc::l que 
' 
1 3 s • 
( 1 J 
( 2 J 
( 3 J 
1 3 G " 
11 I 
se, e Domonte se, f E 
Demonstração: Supc1nhumo:, (1) ~;aU_sf8itü, Seja m(x) == 1, se 
x E [o,h], e m(x) "' O senão. E:ntão 
(rn*g) ( 1 ) (x,y) 
8 
Jo g(x+u,y)du 
-h 
Por outro lado 
(f-fl•-h,•li( 11 1u,vl 
Pela unicidade du transformada 
f(x,yl - flx-h,yl Jo g(x+u,yldu 
-h 
• 
então f( 1 J,g( 1 ) E LP 
q. 5. 
na primeira vari~vel. 
Assim, obtemos da hipótese que 
p 
L , segue da desicualdade de Hôlder que f~ 1 ) 
' 
1 3 7 • 
. 
e uma pl'imeira vnriiivGl Logo 
f(x,yJ = JJR f( 11 Cu,yl Giuxdu G(x,y) 
Então, temos que 
G[x,yl - G[x-h,yl fo g(x+u,yl du 
-h 
paro todo (x,yl em JR 2 e h > O, visto QU8 ambos os membros são 
- . funçoes contlnuas em x. Mas 
Logo 
lim G[x-il,yl "' O 
h+ro 
lim 
h+ro fx g(u,y) du x-h 
existe e 
Como G f, q.s., temos 
f(x,yl 
Reciprocamente, se (2] se verifica, então 
[ 2 I 
x-h f elu,du) 
X 
h 
= - fo g(x-u,y)du 
( m* g ) ( 1 J ( x, y l 
Tomando a transformada F 10 em ambos os m~mbros, obtemos 
I -ihu I 1 I I 8 -1 f(1) u,v 
ou seja 
. -~ -ihu ~ 
-(lu) (1-e lg(iJ(u,v) 
Finalmente, lembrando que, p 2 SGfELffi·), 
1<p<2,então 
ju]t[11 Cu,vl=iu F 10 rl 1·0 t(u,vl=F 10 o 1H10 t(u,vl 
vemos que os lemas 7.3.3, 7.3,4, 7.3"5 e 7,3,6 caracterizam 
no caso Lp OR 2 ), 1 < p < 2 
No caso p > 2, a caracterização segue por dualida 
de, como segue: 
ondep>Z, e 1jJ c Então, 
temos 
Jf [v 1 1clf] lx,yHJix,y)dxdy JJf[x,yl [v 1 1si~Jj lx,yl dxdy 
Tomando f E DlA 10 J, vamos tBr 
AgorCJ 
lim 
s+D 
1 3 ~-] • 
x+t 1 A10 f(ll,y)dh 
X 
1 4 o • 
Analogamente obtemos a caracterização de D(A 01 J e 
-e imediato ver que 
7, 3. 7. Proposição: Temos 
I 1 l 
8 
e 
AC01 
lu c 
c AC 10 m2 ) 
lu c 
7.3.8. Observemos qUe as fam'ilias {V
1
(s): O< s < ro} e 
{v 2 (t): O~ t < =} s~o comutBtivas e que 
[V 2 [ t) , V 1 [ t lf] [X, y) 
Portanto, se definirmos 
V[s,t)f 
e V(O,Dl I, temos pela proposição 1,1, 4. 
1 41 • 
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7.3.9, Propo:üção: A famfliô de operadores {V(s,tl :O:::._ s,t <co} 
~ um semi-grupo de contraç~o bipar~m~trico de classe 
L [X J , 
[c J 
o 
em 
1 '7 ' . 
segundo a definiç~o 1.2.~. A sua caracterizaç3o segue da se-
guinte sequancia de lemas, 
7,3,10, Lem;J: Seja X 
e somente se, existf-~ g E LrOR~l tal que 
g"'(u,v) I ui I vi t"(u,v) 
f.\lém disso 
lullvlt"lu,v) 
Demonstraç~o: Limitamos a demonstraç~o ao caso p = 1. 
Suponhamos que f E DCA 11 J. Então existe g E X tal 
que 
o (1 ) 
Por outro lado 
-1-1[ ]1- J. (s t v 1 (s)-I _V 2 (t)-I f-g) (u,v) 
-slul -tlvl • • (e ··1) (e -1 )f (u,v)-g (u,v) 
Como jf"(u,vlj < jjfjj 1 , para todo (u,v) emJR 2 , segue de (1) que 
lim 
s+O 
t+O 
-1 -1 -slul -tlvl • 
s t (e -1)(e -1)f (u,vl g"(u,vl 
1 4 3 • 
ou s~cja 
Mas, por definiç5o g ~ A11 f e portanto 
Reciprocamente, suponhamos que exista g s X tal 
que 
Então 
[ l • ·slul ·tlvl ( V1 (s)·I [v 2 (t)·I]fi (u,v)=(e ·1) (e ·1 )f"(u,v) 
-k u -h v f tfs I I I I ~ 0 0 e e g~(u,v)dkdh 
Pela unicidade da transformada de Fourier 
,---
[v 1 1sJ-r] [v 2 1tJ-I]t "Jtfs Vlk,hlg dkdh 
- o o 
1 2 
7.3.11. Lema: Se f,g c L (1f~ J . sao tais que 
1•1 ltl<"ls, t) • g"ls,t) 
Então 
q. s o 
e reciprocamente, 
Demonstroção: Se a condição (1) está satisfeita, então 
f E L 1 (] L 2 OR 2 l, Isto decorre do seguinte, TBmos 
Agora, se (s,t) E [-1.1] x [-1,1], então 
8 so ls,t) t [-1,1] x [-1,1], então 
l•ll•"ls,tJI < l•ll•ll•"ls,tJI • l•"ls,tJI < c1 
8 
1 4 4 • 
I 1 J 
I 2 J 
1 4 5 • 
Assim 
Como 2 -1 2 -1 1 ~ [1,-s) (1+t) E L LU\"), - 2 ~2 f E L ~t ) e canse-
Vamos ter então 
(-isgsl (-isgt)f-(s,t) 
Façamos 
M(x,y) 
8 
q(x,yl M(x+hmy+k)-M(x+h,y)-M(x,y+k)+M[x,yl 
J
y+kfx+h 
g(u,vldudv 
y X 
_ 1n 2~2) Entao q s L L w1~ • De fato 
onde mhk(u,v) m(u/h,v/kl em~ a funç~o caracteristica de 
[-1,0]x[-1,0] 
Temos 
q"(s,t) 
y+l\ x+ll 
f f -J f -ilsx·,tyl I_ ~(u,vldudv] 8 dxdy R T\ y X 
-1 ish -1 i {-.k ~ 
"'(is) (e -1J[it) (G -1)~ (s,tl 
-1 ish -1 itk I li I -(is) (e -1)(itl (e -1) s t f (:o,tl 
[ ish I I itk I I . , C . I -I I e -1 e -1 -ls~sJ -lsgt f s,t 
Pela unicidade da transformada de Fourier, temos 
q(x,y) 
Sejam a e b em F, arbitrariamente fixados. Então 
' 
Jbfa 6 6 H11 f(x,yldxdy o o k h 
1 4 G " 
o 1l d 8 
b " Jbofao " 1'1,)11 
" .1 J
b+kfa+h _ fbfa+h _ fb+l1fa + fl'fa 
o o o o o o o o 
Agor~J 
. b a 
11m !'lkllh 
h-+-00 
k+-oo 
e por outro lado 
Jbofoa q(x,yldxdY 
converge pél.>a 
J:I: Mlx,yldxdy 
quando h,k + -oo Portanto 
Jobfao {Mix,y) - H11 fix,yl}dxdy" O 
para todo a e b em JR. Donde 
Mlx,y] H11 f(x .. y) q. s" 
14 7 o 
118. 
Rt~ciprocurnonte, suponh,-nnoc; que 8Xistu g s L 1 (m 2 ) 
tal qLI8 
Seja 
q(x,yl = 
• 1 11 2CJR2 1 Entao q E L L • Também, se fizermoé; 
M[x,yl o 2 6 1 f[x,yl 
,, h 
temos que 
C 3 I 
, -1 ish . -·1 itk. .. (ls) [e -n (lt) (e -1lg (s,t) C 4 I 
ish itk -(e -1 J (e -1 )f (s,tl [ 5 I 
De (3), (4) e (5) segue imediatamente quo 
' 
7.3.12. Lcrna: Lp r-, 2 I Sr-1ja f E ud , 
C E LPCG'-\ 2 1 tal QU8 
I 1 I 
se e so1~wnte se 
flx,yl Jy Jx -oo -oo ~(u,vldudv I 2 I 
Demonstração: SuponhciiTIOS (1) sati~·;feita. Seja aGora rn(x,yl a 
funç2o característicd de [o,ll]x[O,L]. Então 
e 
( m* g ) ~ ( u , v ) 
Pela unicidade da transformada de Fourier segue q~e 
f 
kfh . ~ 
0 0 
g(x-u,y-vldtJdV I 3 I 
Como de I 1 I concluimos que 
Segue então da desigualdiJd8 de H~ldr;r que f" E L 1 CR 2 J. Portun 
to 
' 
~-·· --
'1 s o • 
f I X' y) ~ iux ivy f (u,v)e e dudv q. s" 
Logo 
lim lim f(x,yl o 
y-+-oo x-+-oo 
e conscquentemcnte, de (3), temCls 
f(x,yl 
o o 
f_oo f_oo g(x-u,y-vldudv 
ou seja, 
f (X, y) q. 5. 
A reciproca 5 imediata e a demonstraç~o est~ com-
pleta. 
Obsevar:do que, 
p 
sefcLORl, '1 < p < 2, então 
v ) UuJ (ivl (-j.sg(u)) (-isg(v)Jf"'(u,vl 
11 -(O H11 tl (u,vl 
vemos que dos lemas 7.3.'10, 7.3.11, 7.3.12 e do mesmo argume~ 
to de dualidade j~ usado anteriormente no caso p > 2, decorre 
que: 
~-· --
1 t.J 1 " 
7,3,13. Proposição: O f~Crildor infinitesimal A11 do :;emi-grupo 
de Poisson t8m por dom!nlo 
8 
Da proposiç~o 7.3.7 e da obs8rvaç~o 1.).10 ~ecarre 
imediatamente que 
7.3.14. Proposição: Seja X LPQR
2 ), 1 < p < oo Se f E X é tal 
que 
Então 
' 
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SEMI-GI~UPOS DE OPI~RADORES UNJPARAM~TRICOS 
O tr·atumento dos probll'.'n,,-,:..; dC1 S somi-grupD::; multi-
paramétricas recai quF3se sempre, rrurn Scr-rtirlo que fi_cou claro 
no capitulo illiclôl, no estudo du correspor1rlonte probloma pa-
ra trm semi-grupo unipar,Jrn~trico. Por esta raz~o, por uma qucs 
t~o de ordem did5tica, apresentamos um resurnn dos conceitos e 
resultados b~sicos dos so~:i-grupos uniparam6tricos. Para maio 
res detalhes veja [o6], [17]. 
1. Seja X um espaço de Danach real ou complexo e seja L(X) a 
~lgebra de Banach dos endomorfismos de X. 
2, D8i'iniçdo; Seja T: [o,=) -+ L(X) sotisi'azBndu as seguirltGs 
propriedades 
T(t +t l 1 2 "Tlt ).Tit 2 J 1 - I 1 I 
TIO) " I (I = opGrador identidade) l 2 I 
ent~o a fam!lia {T(t): O< t < oo} e denominado se~i-grupo 
uni-param~trico de operadores em L(X), D ssrni-grupo ª dito de 
classe (C l se satisfaz a propriedade adicional 
o 
s-lim T(t)f 
t+O 
• 
f 
(continuidado forte do T(t) na orieem. 
' 
( 3 ) 
1--''---' 
mitados {T(t): O< t < ooJ de X em X é um ,st~rnj-grupo de clusse 
(c ) • 
o 
3, Pl'OpcJ~dçâo: (a) ]]Tltl]] e limitado Bm todo sulJj.nttclrVrJJu fi-
nito de [o,oo). 
(b) P<lhl cada f E X, a -Funr;iJo 
t · 1(1 co J -+ T ( t l-F 
• L ' 
~ fortemonts continua. 
[c) Temos 
W "inf ~ logll T(tlll 0 t>O lim :-+o ~logiiTltlll 
; 
(dl Para todo w > w , existe uma con~tante M 
o 
do t > O, 
li T [ t l li < M 
w 
wt 
e 
( 1 ) 
tal que para to 
4. De-Finiç~o: O gerador infinitesimal A de um semi-grupo 
{Tltl: O< t <co} 8 definido por 
A f == s-lim P.(Tlf 
T~O 
• 
s-lirn 
1-+D 
• 
1 
T 
[Tlrl-I]f . ( 1 ) 
quando o limite existe: o domfnio de A, denotado por DIA), 
sendo o conjunto dos elementos f E X para os quais o limite 
existe. 
' 
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5, Propo.'~J:_ç:ZJCJ: (a) U[fl) e um :nJbcspaço Llc X e A e urn oporudrJr 
lineur. 
(b) Se f c 0(/\), entZlo T(t)fcDlÀl, Vt >O e 
d Tltlf 
dt 
alétn disso 
T(tlf·f 
AT(t)-f Tlt)Af 
I: T(u)Ú du t > o 
(c) O(A) e denso em X, e A ~ um operador fechado, 
I 1 l 
( 2) 
6. Definiç5n: Para r~ 0,1,2, ... o operador Ar e definido in-
. t • o dutlvamen e palas relaçoes A = I, 
r-1 {ft::X:fdJ(A ) e 
e 
7. Proposiçio: 
der J.inear, 
s-lim 
T+O 
• 
(a) O(Ar) e um subespaçó de X e Ar e 
(b) Se fED(Arl, então T(t)fcD(ArJ, Vt >O e 
Além disso 
' 
( 1 ) 
( 2 ) 
um opera-
( 1 ) 
r ' 
' T (tI f - J: 
k CC [J 
e 
tk 
k! 
Akf 1 
Tr-11! Jtu· r-1 r-lt-tJl T[Lr)A ·F du 
+u )Ar·""du 
' r · 1 
(c) D[Arl & um subespaço der1so de X para todo r 
r • A e um operador fechado. 
' 
du 
r 
'I S G • 
l 2 I 
l 3 I 
0,1,2, ... 
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